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Die folgenden Betraclitnngen beabsichtigen, das Interesse der Mathe- 
matiker und zum Teil auch der Freunde erkenntnistheoretisdter Unter- 
suchungen auf eine neue Funktion zu lenken oder genauer ges^t, auf 
eine transcendente Funktion, die zwar den heutigen Mathematikern nicht 
völlig unbekannt ist, aber in ihrer Bedeutung für die weitere Ausbildung 
der Analysis in theoretischer und praktischer Hinsicht bis jetzt bei weitem 
nicht genügend beachtet und gewürdigt sein dürfte. 

Kaeh des Verfassers Ansicht dürfte diese neue Funktion bestimmt 
sein, gewissen Gebieten der Analysis, insbesondere aber der Theorie der 
Gleichungen neue Gesichtspunkte zu eröffnen. Inwieweit dieselbe auch 
praktisch verwendbar sein wird, darüber vermag der Yerfasser bei dem 
g^enwärtigen Stand seiner Untersuchungen noch kein Urteil zu fäUen. 

Um bei der Neuheit des Gegenstandes den Leser von vornherein 
mit den folgenden Untersuchungen bekannt zn machen, wird dieses Tor- 
wort eine kurze Inhaltsangabe bringen. 

Die neue Funktion ist diejenige, die durch die einfachste algebraische 
Gleichungsform, welche eine algebraische Lösung nicht mehr besitzt^ defi- 
niert ist Die allgemeine dreigliedrige Gleichung ax' -\- bx^ -j- c == 0, 
in der n > m, » > 4, n und m ganze positive Zahlen und a, b, c beliebige 
komplexe Eonstanten sind, ist bekanntlich diese einfachste Gleichungsform, 
die einer algebraisehEoi Lösung nicht mehr fähig ist; ihre Lösung x von 
n, m, a, b, c ist aber auch die änfachste transcendente Funktim, die durch 
eine algebraische Gleichung von höherem als vom vierten Grade definiert 
wird. Alle Gleichimgen von der Form ax* -\- bjf -\- c =• lassen sich 
nun auf eine Normalform 
(1) a:P4-a^! = y 

znrüi^fÜhren, wo p und q positive ganze Zahlen, y eine komplexe ge- 
gebene Gröfse ist. Die durch Gleichung (1) definierte Funktion a;—/'(y,j),g) 
ist es nun, die den Ansgai^^unkt meiner Betrachtungen bilden wird 
Da sie die Lösung einer Gleichung (p -|- g)ten Grades ist, so gchliebeu 
wir den Fall (jj + s) ^ 4 ans — in dem x = /"(y, p, q) ja algebraisch wäre — 
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VI Vorwort. 

und liaben es d&nn offenbar mit einer tnmscendenten (p -|- ;)-deatigen 
Funktion x der unabhängigen Yariablen y zu thun. 

Di^er durch Qleichung (1) definierten Funktion x =-■ f(y, p, q) 
Bciireiben wir nun aus gleich lüher zu erörternden OrOnden eine hödist 
fondamentale Rolle ftlr die Weiterbildung der Analyais za. Sie iat — 
wie im II. Abadmitt (§ 4 bis § 10) gezeigt werden wird — schon mehrfach 
Gegenstand mathematÜBcber Untersuchung^! gew^en. Insbesondere ist 
sie schon längst fOr die verschiedenen Werte von y als Potenzreihe fort- 
schreitend nach ganzen positiven oder gebrochenen n^atiren Potenzen 
von y dargestellt worden. Diese üotersachungen haben bisher immer 
darin gegipfelt^ für x zwei verschiedene konvergente Beihenentwickelmigen 
je nach der Gröise von y aofsustellen, die in ihrer äuiseren Form aller- 
dings einuider auJÄerordentlich ähnlich waren. Mir ist nun ein weiterer, 
diese Betrachtungen abschlielsender Schritt gelangen, der darin besteht, 
die verschiedenen bez. diese ewei Entwicbelungen in eine etnaige zu- 
sammenzufassen, sodals das x der Gleichung (1) fOr jeden beliebigen 
komplexen Wert von y durch eine einzige konvergente Reihe dai^stellt 
ist. Diese Reihe ist, vrie notwendig, (p -{- g)-deutig und es findet sieh 
dies im II. Abschnitt 

Ist nun die Darstellung einer so äuiserst allgemeinen (p -|- g^-deutigen 
transcendenten Funktion durch einen einzigen konvergenten Ausdruck für 
jedes beliebige Argument y schon atf und fOr sich interessant^ so wird sie 
es doch noch viel mehr dadurch, dals sie, wie spätere Betrachtungen 
zeigen werden, als die konsequente Weiterbüdung der Wuizelfanktion, 
genauer ausgedruckt, der (p -\- q)ten Wurzelfonktion der negativen Einheit 
erscheint. Sie mufs nämlich ftlr y ^ entsprechend der Gleichung 
(1) xr-\~x-J = y 

flbei^hen in a; = ( — 1)p+» und thut dies auch, sodols sie die (p -|- j) 
Wnrzelwerte der negativen Einheit als Spezialiall umfafst und demnach 
als Weiterbildung des allgemeinen Wuraelb^rifFes erscheint. Aber noch 
mehr. Man kann lümlich jede algebraische Funktion offenbar als zu- 
sammengesetzt betrachten aus den Lösui^u einer endlichen Anzahl 
btsomischer Gleichungen und eine algebraische Funktion als eine solche 
definieren, die sich nur aus den Lösungen binomischer Gleichungen, also 
solcher von der Form 3f — ^ ^ zusammensetzt. Will man daher den 
Bf^iff der algebraischen Funktion konsequent erweitem, so wird man 
als nächst höhere Funktionen di^enigen ansehen müssen, deren Berech- 
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Vorwort. VH 

nimg hScfastena die Anflfiatmg trinoiniacber Oleichnngen erfordert oder 
man wird im Vergleich zn den gewöhnlichen atgebraischen Funktionen, 
die ich aU solche 1. Ordnimg bezeichnen will und zu deren Darstellung 
nur die Anflösong einer endlidien Atiwl>i1 binomischer Gleichungen er- 
forderiich ist, berechtigt sein, auch von algebnusohen Funktionen 3. Ord- 
nung zu sprechen, d. h. toq solchen, deren Berechnung höchstens die 
Auflösung einer endlicdien A n^nhl trinomistdter Gleichungen erfordert. In 
analoger Weise wird man von algebraischen Funktionen 3. Ordnung 
sprechen dOrfen als solchen, die zu ihrer Darstellung höchstens die Auf- 
lösung einer endlichen Anzahl qnadrinomiscber Gleichungen beanspruchen etc. 
Man erkennt hieraus, dals der Grad der Schwierigkeit der Auflösbarkeit 
einer algebraischen Gleichung im allgemeinen gar nicht, wie man bisher 
BtiUscbweigend annahm, an den GIrad derselben gebunden erscheint, sondern 
Tielmehr daran, ob die Lösung der vorgel^ten algebraischen Gleichung 
eine algebraische Funktion erster, zweiter, dritter Ordnung etc. in unserem 
Sinne ist, d. h. ob die Lösni^ auf höchstens binomische, höchstens trino- 
mische, höchstens quadrinomische Gleichungen etc. sich xurflckföhren labt. 
Und damit sind wir zu dem wichtigen und höchst merkwürdigen Besnltat 
des IQ, Abschnittes (§ 11) gelangt, welches lautet: 

„Die Schwierigkeit der Auflösbarkeit einer algebruschen Gleichung 
Uii^ im wesentlichen nicht, wie bisher angenommen, von dem Grade der 
Gleichung, sondern von ihrer Gliederzahl ab, d. h. davon, ob sich ihre 
Lösung auf höchstens binomische, höchstens brinomisch^ höchstens quadri- 
nomische etc. Gleichungen zurückfahren läfst, deren jede die lüchit höhere 
Gattung von Funktionen bestimmt." 

Bisher ist die Theorie der algebraischen Gleichungen über solche 
Lösungen, die sich auf binomische Gleichungen zurflckfQbren lassen, nicht 
wesentlich hinausgekommen. Die vorliegende Abhandlung sacht die Ma- 
thematiker dazu anzuregen, nun nach den „rein algebraischen Gleichungen", 
d. h. solchen mit algebraischer Lösung 1. Ordnung, die Gleichnngen nädist 
höherer Ordnung zu untersuchen, die auf eine algebraische Funktion 
2. Ordnung als Lösung führen, also auf eine endliche Anzahl höchstens 
trinomischer Gleichungen zurfickfilhrbar sind, tfan kann auch sagen, ffir 
die nicht mehr algebraisch lösbaren Gleichungen spiele die Lösungsfbnktion 
der trinomischen Gleichungen die nämliche Bolle, wie die allgemeine 
Wurzelfnnktion fOr die algebraisch lösbaren. In diesem Sinne unter- 
suchend wird man auch zu einem „Abelschen Beweise 2. Ordnung" ge- 
langen mfissen, der lehren müiste, wo sieb die Leistungsfähigkeit der 
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Lösongsfunktion trinomisclier Gleichimgen erschöpft. Betreffs { 
Auafahnrng dieses Gedankenganges verweisen wir auf den HI. Abschnitt 
(§ 11) selbst. 

Der ni. Abschnitt soll aber top allen Dingen auch die theoretische 
Berechtigung und Notwendigkeit der Einfilhrung dieser neuen Funktion 
in die Analjsis darthun und zeigen, dals, wenn anders man nicht nach 
gewissen Richtungen hin auf eine weitere Ausbildung der Gleichnngs- 
theorie definitiv vemchten will, man diese neue Funktion in die Be- 
trachtung einführen mnfs, dafs sie also eine wirklich fOr künftige Unter- 
suchungen fundamentale Bedeutung besitzt. 

Der IV. Abschnitt wird sich sodann mit der Frage zu beschäftigen 
haben, ob mit der neuen Funktion audi praktisch etwas uizu&ngen ist, 
ob sie auch einem praktischen Bedür&is entspricht. 

Südlich »oll der I. Abschnitt, von dem noch nicht die Rede war, lediglich 
den ziemlich umfangreichen analytischen Apparat bringen, der in den späteren 
Abschnitten Yerwendui^ ändet, um bequemer auf ihn verweisen zu können. 

SchlieTslich seien dem Verfasser noch einige rein persönliche Be- 
merkungen gestattet. 

Derselbe glanbt annehmen zu dürfen, dafs die in dieser Abhandlung 
Torgetr^nen Anschauungen in mancher Hinsicht da oder dort auf Wider- 
spruch sto&en werden. Man wird vielleicht einwenden, diese AufEaasungen 
seien nicht neu, im Grande genommen vielmehr längst bekannt, die neue 
Funktion habe keinen Zweck, ee lasse sich mit ihr praktisch nichts an- 
fangen o. B. f. Ebenso gewils glaubt er aber auch auf die Zustimmung 
in den Hauptpunkten seitens kompetenter Beurteiler rechnen zu dürfen. 
Er richtet deshalb an alle die, weltdie seine Arbeit einer ernsten Kritik 
unterwerfen wollen, die Bitte, ihm diese womöglich direkt zukommen zu 
Iftösen, sei sie zustimmend oder ablehnend. Er wird wirkliche Irrtümer 
gern anerkennen und für jede Belehrm^ aufrichtig dankbar sein, sowie 
das, was ihm an etwaigen Kritiken unberechtigt erscheint, zu widerlegen 
sudien. Die Darstellung wird manchem Leser an einer gewissen Breite 
und vielleicht auch an unnötigen Wiederholungen zu leiden scheinen. 
W^en dieser Mängel will sich der Verfasser gern tadeln lassen, wenn er 
erreicht, dals der Leser seine Gedankengänge und Anschauungen so ver- 
steht, wie sie gemeint sind und wenn seine Darstellung als klar, ver- 
ständlich und in der Hauptsache überzeugend anerkannt wird. 

Zwickau i. Sa., JuU 1899. 

Dr. Wilhelm Dadcnsins- 
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Abschnitt I. 
ZuBammeBstellnng von Formeln imd Sätzen, die später benutzt werden. 

§ 1- 
Der IiBgrftTigeMhe Säte. 

Unter dem Namen der Lagrangeecbes ümkehrnngsfonnel oder des 
Iiagrangeschen Satzes ist eine zuerst von Lagrange gegebene Beihen- 
entwicbelnng bekannt, die gestattet, zu einer gegebenen Funktion y ^ ip{e) 
die inverse Funktion z = f{y) zu finden, wobei im allgemeinen f(y) als 
eine unendliche Reibe erscheint. Dieser Satz kann verschiedene äolsere 
Formen erhalten. Die bekannteste Formulierung desselben dürfte die 
folgende sein, die wir als „Erste Form des Lagrangeschen Satzes" be- 
zeichnen wollen. 

I^ste Form des Lagrangesdien Satxes: Es sei gegeben die Gleichung 
(2) z = a + yi,(B), 

dann ist 

I. ,_„ + c,.j, + c,.J^ + c..ri^ + ... + c..f; + ..., 

worin 

' "• " ' da ' (Jo"~' 

ZU setzen ist und 

n. ft») - ft«) + A ■ -K B, ■ i"i + s, ■ S + ■ • ■ , 

worin 

Der Lagrangesche Satz leistet also zweierlei: er giebt ein Mittel an die 
Hand, sowohl die durch den beliebigen funktionellen Zusammenhang (2) 
definierte Funktion g selbst nach steigenden Potenzen von y zu entwickeln 
(Formel I), als auch die entsprechende Entwickelung für eine beliebige 

Dndaoing, flbsr dia dnnh aina dreiglicdr. Glalchg. definlana FonkUtm. 1 
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FiuLktion f{z) von z durchzuffilireii (Formel ü). Dala die H«iheii I und II 
gewissen Oültigkeitsbedingungen und Beschränkungen tmterli^en, ebenso 
wie die ganz unbestimmt gelassenen Funktionen i!{e), f{i) und die Qröiseu 
a und y, ist selbstrerständlicb. Diese Gültigkeitsbedingungen müssen bei 
jeder einzelnen Anwendung dieses hdchst allgemeinen Theorems nnter- 
Bucht werden, etwa ebenso wie bei Anwendungen des Taylorschen oder 
Maclaurinscben Theorems. 

Der L^rangeache Satz wird vielfach in etwas anderer äuTserer Form 
angewandt, ao in zwei später noch genauer zn erwähnenden Arbeiten 
Ton Westphal*) und Gebhardt*). Da wir uns später dieser Form auch 
bedienen werden, so wollen wir sie hier ans der obigen Form kurz 
ableiten. Setzt man in obiger erster Form des Lagrangeachen Satzes 

a = tc, y^ß, e ^ tt -}- ßxf, 
wo (t eine beliebig gegebene reelle Eonstante ist, femer 

80 geht die frühere Gleichung (2) über in 
(2') x = F{a-\- ßx^) 

und die Beibenentwickelung 11 geht über in 

n'.i'w-f(» + ^»-)-rr_j'(„) + B,.| + 2^.;«^ + £i.j-|l,+..., 

wo 

B. - J-W (rwv, ü, - ^ [F' w . (FW)V] 

Wir gelangen daher zu folgender ,^weiten Form des Lagrangesdien Satee^: 
Zteeüe Form des Lagrangeschen Satzes: Sa sei g^eben die Gleichung 
(2') :i:-F{a + ßaf), 

WO (i sicher reell ist. Dann ist 



1) ETOintio radicnm aequationam algebraicumm e temis terminig oonstaiitiuiii 
in seriea infinitaa, Anctore lasto Georgio Westphal [Preischrift der philos. Facnlt&t 
zu GettiDgen] Gottingae, MDCCCL. 

2) WiBBenschaftlicbe Beigabe zum Programm dea Nicolai gjmnaalumB xn Leipzig 
OBtern 18T3 von Dr. Adelbert Gebhacdt. 
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S 3. Hfilfsfonneln aus der Theorie der GammafunktioDeD. 3 

B, - n«) (jw)', B, _ i [i^'c«) (FW)"] 

zu setzen ist 

Dies ist dieselbe Form, in der Westphal und Gebhardt den L^range- 
sehen Satz anwenden und die wesentlich spezieller ist als die erste Form. 

12. 

HüIbfoTmeln ans der Theorie der Gammafunktionen. 

Die OammafmiktioD der Oröree a wird fflr ein beliebiges positives oder 

negatires a — ausgeschlossen sind nur die g&ozzahligeii n^ative» Werte 

von a, fOr die der Funktionswert unendlich wird — durch folgenden 

Grenzwert fSr unendlich wachsendes positives ganzes q definiert: 

(ä> n»)-Lim „„^;,;-|„,.'.7:;;_,., 

a keine n^ative ganze Zahl, 
woraas im besonderen folgt: 

r(i) = i, r(2)-.i, r(3) — 1-2, r(«) = i-2.3---(« — i). 

Sbenso ist 

(4) na + 1) - Lu. ,.^,)^,':;,';^',,';, ^,^^, 



Folglich 



i keine n^ative ganze Zahl. 



oder 

(5) ria-\-i)~alXa) 

a keine negative ganze Zahl incl 0. 
Durch wiederholte Anwendung von (5) ergiebt sich: 

r(o + 6) =- (o + 6 — 1) (a + 6 — 2) (o + 6 — 3) . . . (ö + l)ar{a) 
oder 

(6) J^^-(«+S-l)(o + S-2)(<. + i-S) •..{»+ 1)- 

b eine beliebige positive ganze Zahl, 

a beliebig, nnr keine negative ganze Zahl incl. 0., 
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4 Abschnitt I. 

Tertanscht man in (4) a mit — o, so kommt: 

(7) r(i-«)-i 



1 . 2 . 3 ■ ■ ■ p ■ g~' 



r^Cl-a)C2-«)(8-o) ■■■(»-«) 
a ieine ganee positive ZM 

und durch Multiplikation von (4) nnd (7): 

(8) . r(i +.).ni-^)-Li.; „_..)y:'„).-.t-,.) 

a keine ganze ZaU. 
Da bekanntlich 

T ■ i'2*-3'.. p* xa 

JfS (1 - -Va" - a") -.{?•- a«) = aiD »a 

ist, so ei^ebt sich aus (8): 

(9) ''(i + «)ni-«)-üf5j 

a keine ganee ZafU. 

Formel (9) giebt ein beqnemes Mittel, die Gammafunktion fOr ein nega- 
tives nicht gameahliges Äi^ment auf eine solche mit positivem Argument 
zurÜckzuMiren. Setzt man nämlich in (9) a = c -\- 1, so kommt: 

(1°) n-')-siiUwTJ) 

c beliebig, nur keine ganze ZahL 

In der Theorie der Gammafrinktionen wird femer bewiesen, dafs für ein 
hinreichend grofses endliches positives x folgende Grenzformel (vgl. Serret, 
Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung, deutsch von Hamac^ 
Leipzig 1885, II. Bd. erste Hälfte, S. 211) gilt: 

(11) y2^ ■ e-' ■ /"*"' < r{x + 1) < V2x ■ c~"^^ . /"^T 

Der folgenden Betrachtungen wegen führen wir noch folgende Formel (12) 
an, die durch dreimalige Anwendung von (11) entsteht: 

und also für hinreichend grolse endliche Werte von x und y gilt. 
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§ 3. Einige EülfsB&tse über Iteihea. 



Einige Hüläaätze über Beiheiu 

Zur üntersuchuiig der Eonvergenz der später zu entwickelnden Reihen 
werden wir von folgenden sehr bekannten Sätzen Gebraucli machen: 

L Sind Cq, c^, c^, . . . c, irgend welche hompleze gegebene (eindeutige) 
Konstanten, deren Moduln von einem bestimmten endlichen Gliede an 
durchweg kleiner als eine endliche positive GrÖfse g sind, so verhält 
sich die Reihe 

vi') = Co + c,i> + (^«» H h c.*" H 

hinsichtlich ihrer Konvei^enz, Stetigkeit und Differenzierbarkeit wie eine 
endliche Summe för jeden Punkt e, dessen Modul kleiner als 1 ist, d, h. 
die Beihe ist konvergent und stellt eine eindeuHgef stetige und beliebig ofl 
differermerbare Funktion dar. 

n. Eine unendliche Reihe mit komplexen Gliedern konvei^ert un- 
bedingt, wenn die Reihe der Moduln konvergiert. 

III'. Sind zwei Funktionen f(e) und 9) (2) innerhalb eines und des- 
selben Konvergenzbereiches durch zwei nach ganzen positiven Potenzen 
von z^' X -\-iy fortschreitende Reihen von der Form dargesteUt: 
fi') = ^o + Ci0 + c^^ + c^i^ -\ 

vi') = n + n' + r»«* + n«* H — , 

wo die c und y ii^end welche endliche eindeutige komplexe Konstanten 
sind, Bo sind diese Funktionen innerhalb di^es Eonvergenzbereiches voU- 
lammen identisch, wenn c„^yt ist (k = 0, 1, 2 . , - c»), hingegen von 
einander verschieden, wenn ii^nd ein d nicht identisch mit y^ ist. 

DP. Derselbe Satz gilt ebensogut, wenn die Funktionen nach ganzen 
negativen Potenzen von e fortschreiten, also für zwei Funktionen von 
der Form 

fis) = t^ + c,e-^ + Cjg-' H 

vC«) -= n + n^^ + n-^' H — ■ 

IV. Die Reihe 



konvergiert oder divei^ert, jenachdem ft > 1 oder (li ^ 1 ist. 
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Abschnitt II. 

§4. 
Oewhlolitllolies. 
Die Behandlung der Aufgabe, die Wurzelwerte einer gegebenen alge- 
braiscben Oleicbang durch eine konvergente Reihe auszudrücken, deren 
Glieder Funktionen der EoefOzienten der vorgel^ten algebraischen Glei- 
chung aind, reicht weit zurück. Schon Lambert*) hat sich mit ihr 
bescbäftigt, jedoch ohne sich um Konvergenz oder Divergenz der herauB- 
kommenden Reihen zu kümmern. Seit der Entdeckung des Li^rangeschen 
Satzes^ wurden diese Untersuchungen als Anwendungen dieses sehr all- 
gemeinen Theorems von verschiedenen Seiten unternommen, wie denn 
auch der L^rangesche Satz selbst eine um&ngreiche Litteratur*) nach 
eich zog. Bei dem grofsen allgemeinen Interesse, das die Mathematiker 
lange Zeit den algebraischen Gleichungen zuwandten, ist es begreiflidi, 
wenn auch die bedeutendsten unter ihnen in di^en Reihenentwickelungen 
eine Art Ersatz fllr die so lange vei^blich gesnchte und später als 
unmöglich erkannte „geschlossene" Lösung der höheren algebraischen 
Gleichungen erblickten. Die ganz allgemeine Aufgabe, die Wurzeln einer 
algebraischen Gleichung durch eine konvei^nte Reihe ihrer Koeffizienten 
darzustellen, konnte indessen zu keiner befriedigenden Lösung führen, da 
die einzelnen GUeder der herauskommenden Reihen in zu verwickelter 
Weise von den Koeffizienten der Gleichung abhängen. 

Kein geringerer als Gauss, der für die BescMftigung mit den 
Gleichungen immer eine gewisse Vorliebe gehabt zu haben scheint, war 
es, der durch Beschränkung dieses Probleme auf blofs dreigliedrige 
Gleichungen seine Lösung anbahnte und fast bis zu dem Punkte forderte, 
über den man auch heute noch nicht wesentlich hinauagekommen ist. 
Gauss hatte sich im zweiten Teile seiner „Beiträge zur Theorie der alge- 
braischen Gleichungen" mit den trinomischen Gleichungen besclwftigt*) 
und geäolser^ „dals sich jede gleichviel ob reelle oder im^inäre Wurzel 



1} ElOgel, MaUi. WSrterbuch, Bd. 111, Artikel „LambertiBche Reihe". 

2) KlOgel, Math. Wörterbuch, Bd. II, La Granges Lehrsatz. 

S) Dieselbe findet sich sehr ausfliliTlich angegeben in der achon en^huten 
ProgTammabhandliuig des Nikolaigymnaaiuina zu Leipzig von 187S von Dr. Ädelb. 
Qebhardt. 

4} Wir entnehmen auch diese Angaben der bereits zitierten verdienstrollen 
Arbeit von Gebhardt 
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g 4. GeachichUiches. 7 

einer äleichnng mit drei Gliedern durdi eine konvergent« Reihe von 
einfachem Fortschreitungsgesetze ansdraeken lasse". Gleichzeitig stellte 
die ptiilosophiBche Fakultät der üoiTersität Göttingen — verrnntlich auf 
Anr^^ng tou Gsubs — die Au%abe: ^volvantur radices aequationum 
algebraicomm e temis terminia constautium, puta quae sunt fonuEie 

a?"+- + oaf + fc = 

in seriee inänitas, ita qnidem, nt methoduB ad omnes radicea talinm 
aequationum mveniendaB pateat^ series Bemper sint eonvergentes et eecon- 
dum legem perepicnam procedant." 

Die eingereichte Arbeit einea gewisBen J, 6. Weatphal wurde preia- 
gekrönt und erschien im Jahre 1850 unter dem in Fulsnote 1 (Seite 2) 
enrähnten TiteL Sie ISste die geatellte Aufgabe Tollatändig, sodafa durch 
sie das Problem der Beihenentwickelung der Wurzeln trtnomisüier Glei- 
chungen als so ziemlich endgültig erledigt betrachtet werden durfte. 
Doch leidet die Arbeit nach meiner Ansicht an einigen Mängeln. Weatphal 
knüpft nämlieh, getreu dem Text der gestellten Preisaufgabe, Beine Reihen- 
entwickelungen alle an die Glejchungsform a:™+" -j- oaf + & ^ an und 
muls infolgedessen Terschiedene Unterfälle unterscheiden, die er hätte 
Termeiden können und die mit der Sache selbst nicht notwendig znaatomen- 
Mngen. Dadurch wird aein Schlufsresultat etwas schwerfällig und un- 
überBichtlich. Die Löaung einer trinomischen Gleichung lün^ nämlich 
streng genommen immer nur von ein&^ einzigen algebraischen Eonstanten 
ab — wie später gezeigt werden wird — , während Westphal beständig 
beide Koeffizienten a und h beibeMlt. Diesen Übelstand hat meines 
Wissens zuerst Gebhardt beseitigt, indem er seine Entwickelungen in der 
schon mehrftich erwähnten Abhandlung an den einfacheren und sehr 
glücklich gewählten Gleichungatypua a;' + oc-^ = y anachliefst, auf den 
jede trinomische Gleichung stets reduzierbar ist. Hierdurch war Gebhardt 
in der Lf^, nur gwei verschiedene Reihenentwickelungen, eine nach 
steigenden Potenzen von y, die andere nach fallenden gebrochenen Potenzen 
von y vornehmen z« mfissen. Die Art und Weise der Gebhardtschen 
Reihenentwickelung ist auch för mich malsgebend gewesen und ich werde 
sie unverändert im folgenden reproduzieren. 

Sowohl Westphai ala auch Gebhardt haben die herauekommenden 
Reihen auch auf ihre Konvergenzbedii^ungen hin nnteraucht bez. oie- 
aelben au%eatellt. Diese Konvergenzunterauchungen acheinen nur m- 
desaen nicht ganz einwurfsfrei zu eein. Ich werde sie daher im folgenden 
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melir ai]f fimktioDentheoretischer Grundl^e wiederholen. Die von mir 
zu gebeaden Eonvei^^enzbeweise sind allerdings etwas weitläufig, dflrften 
aber hinsichtlich der Strenge kaum noch etwas zu waschen übrig lassen 
und zugleich die Erledigung einiger anderer damit zusammenhängenden 
Fragen bringen. Endlich aber werde ich zeigen — und damit glaube ich 
das TorliegeBde Problem zu einem schönen Abschluls gebracht zu haben — 
daXa die beiden Oebhardtschen Reihen sich ihrerseits auch noch in eine 
einzige zusammenfassen lassen, derart, dafs die eine aus der anderen durch 
eine blofse BuchstabenTertauschung hervorgeht oder dafs die sämthchen 
Reihen, die alle n Wurzeln einer trinomischen ßleichung n-ten Qrades 
unter allen möglichen Fallen darstellen, schliefslich in einem einzigen bon- 
Tergenten Ausdruck enÜialten sind. 

§6. 
Über eine lÜTonnalfoTm der dreiglledrigeu Gleiolinngen. 
Wir schliefsen uns in diesem und dem folgenden Paragraphen, wie 
bereits erwähnt, sehr eng an die entsprechende Darstellung der Gebhardt- 
sehen Arbeit an und würden auf diesen fast gänzUch reproduktiven Teil 
verzichten, wenn wir nicht die Eonvergenzbedingungen der zu entwickelnden 
Keihen von neuem zu untersuchen für nötig hielten, um damit eine 
sichere Basis fOr die späteren Darlegungen zu gewinnen. 
Wir gehen zunächst von der Form 

(13) «"+' + o«» + 6 = 

der dreigliedrigen Gleichung ans, wie sie Westphal seinen Untersuchungen 
zu Grunde gelegt hat; a und h sind beliebig gegebene, auch komplexe von 
Null verschiedene Gröfsen, j) und g beliebige positive ganze Zahlen. Durch 
die dann immer ausfahrbare Substitution 

(14) 2 = xh^^ 
geht (13) über in 

(15) a:" + a-* = — alT H^ . 

Die rechts stehende Konstante der Gleichung (151 wollen wir, entgegen 
dem sonst üblichen Gebrauch der Mathematik, mit y bezeichnen, sodafs 
durch die Annahme 

(16) 1/ s — oS~ ?+• 
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g 6, Über eine Normalform der dreigliedrigen Gleichnngen. 9 

Oleicbnng (15) übergeht in die im folgenden zn Omnde gellte Normal- 
form der dretglie^^en Gleichung 

(17) z' + ^<-y.') 

Die Auflösung der Oleichnng (17) erfordert dann, x ala Funktion Ton y 
darzuateUen. 

Oleicliimg (17) zeigt zunächst, AbSs die Lösung x einer dreigliedrigen 
Gleichung nur von der einen Konstanten y abhängt. Ferner besitzt sie 
eine sehr bemerkenswerte und fQr das folgende wichtige Eigenschaft. 
Ist nämlich 

(18) x-Fis,f,q) 

eine Lösung von (17), so gilt für jeden beliebigen Wert von y, p, q die 
Identität : 

(19) lFiy,p,q)y + lF(j/,p,q)r'^y- 

Vertauscht man jetzt in F{y, p, q) die Äi^^umente p und q mit einander 
und büdet von dieser Funktion den reziproken Wert, also 

(20) x'= ,., ^ „ 

so erfüllt dieser Wert von x' ebenfalls die Gleichung (17) identisch und 
ist also eine Lösung derselben. In der That giebt der Wert (20) Ton 
x' in (17) eingesetzt 

oder 

(22) [F{y, q, p)]^ + [F(y, q, p)]-P = y. 

Ist nun (19) f&r alle beliebigen Werte Ton y, p, q eine Identität, so mufs 
offenbar auch (22) eine solche sein, womit unsere Behauptung erwiesen 
ist. Man kann also sagen: 

StUe: Definiert der Ausdruck 
(18) x-F(y,p,q) 

eine Lösung der Gleichung (17), so mufs auch 

1) E> mag nicht anerw&hnt bleiben, duTB diese Reduktion der Gleichung (13) 
auf die Nonnalform (IT) davon unabhängig ist, ob p und q ganze positive Zahlen 
sind. Wenn p und q ganz beliebig — also etwa aU gebrochene oder irrationale 
Zahlen angenommen werden — so sind die Qleichungen (18) und (IT) im allgemeinen 
nicht mehr algetmUBch, sondern transcendent, eiu Fall, den wir später vorübergehend 
erwähnen werden. 
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Abschtütt n. 



eine Ldsting von (17) ergeben. 



Die eiBte Belhenentwiokeliing für die Woneln einer dreigUedxigen 
algebralsoben Qleiohimg. 
Wir geben der dreigliedrigen Gleidiung 
(26) x" + ic-s = y, 

in der p nnd q beliebige positive ganze Zahlen, y eine reelle oder kom- 
plexe Gröfse ifit, die Form: 

(26) a; = (~ 1 + yX>yT^ 

und wenden auf sie unsere „zweit© Form des Lagrangeachen Satzes" 
(8 1 S. 2) an, indem wir setzen: 

j3 = y, n = 5, F(a) = «'+« . 
Alsdann erhalten wir ftlr das x der Ctleichnng 

(27) x = {a-\- y^y+^ 
die Entwickelung: 

(28) :t-«W? + f B, + ^B, + ...+2^R + ..., 
worin allgemein 

(29) B, = -^^ f-^ aT+T-^l 

— ^rM+i_i]rM+i_2l...ri^-(»-i)l«TS-" 

P + aLp + g JLp-fg J Ly + g *• '1 

ist. Nach ausgefohrter Differentiation hat man, damit (27) in (26) Ober- 
gehe, « = — 1 zu setzen, wodurch 

(30) Ä ^(_i)H^ B = _L- (li+i _ i] (_ 1)7+7 

wird. Beachtet man Formel (6) (§ 2), indem man die dort Torkommendeu 
Gröfsen a und 6 sich dnrch "— "^ (« — 1) und (m — 1) eraetzt denkt 

und setzt auTserdem noch ( — 1)''+« = |, so kann man jS» in folgender 
Form darstellen: 
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§ 6. Die enle Beihenentwickelang fQr die Woraeln einer dreigL algebr. Gl. 1 1 

eine DarBtellung, die, wie aich leicht beweisen täfst, such ßr n = nnd 
n = 1 gültig ist Da nl => r{n + 1) ist, so ergiebt sich: 

Lp + gJ 



(32) 1-2^6'-' 



()> + «) r(» + i)r[^J^-(n-i)] 

Beachtet man ferner den „Satz" am Scfalula Ton g ö über die Lßsnngen 
der Gleichung (25), so ergiebt sich eine weitere Lösung durch Yertanschung 
von X mit — und von p mit q, also 

r[Ä+i] 

Setzt man in den Formeln (32) und (33) fOr | die (p + g) Werte 

1) Ei kann anf den enten Anblick aobeinen, als sei hier die in § 2 erwUint« 
Fonael (6) nicht in vOUig einwandfreier Webe angewandt. Jene Fotmel (S) setit 
n&mlioh Toraaa, dafe die in ihi vockonunende Grafae a keine negatitie game Zahl 
(HCl. aei, während das biet angenommene 

wirklich iOx zulUssige Werte Ton p, q, n gleich einer negativen gatuai Zahl werden 
kann. Ist z. B. p =3 G, g == 2, so wird dieaeB 

für H >>■ 8, 10, 17 etc. gleich — 1, —6,-11 etc. Gb UTst sich indeBsen leicht 
zeigen, daGi fflr alle solchen Werte p,q,n Formel (81) fflr B^ deshalb nicht in Frage 
kommt, weil alsdaiin £, = ist. Da uftmUcb nach Torausaetxung j>, g, n lauter 
positive ganze Zahlen grOfser als Null sind, ao iat anf jeden Fall 

o<M+i<„. 
p+9 

In dem besonderen Falle, daJs ", gleich einer positiven gaiuen Zahl g and alao 

p + q 

a eTentoell eine negative ganee Zahl wird, ergiebt sich, daTs g zwischen ond n 
liegen mnfa, also hOchatens (n — 1} und uiedrigatens gleich 1 ist ond dafs aomit in 
dem Prodnkt 



-(n-l) 



1 Faktor identisch Nnll, somit auch £, = ist. 
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12 Abaclmitt H. 

Ii, I, . . . Ip+j TOD ( — ly+^i so erhält man aus (32) und (33) auct für 
a; resp. — ebensoviele Terschiedene Werte. Es stellt alao Fonnel (32) x 
und Formel (33) — als eine (j>-\- q)- deutige Funktion von y dar. Auf 
die Vieldeutigkeit dieser Ausdrücke kommen wir später nochmals zu 
sprechen. 

§'. 

Die Konvergembedlngiing der abgeleiteten Beihen. 
Wir wollen untersuchen^ ob und unter welchen Bedingungen die 
Reihen (32) und (33) konvergent sind. Wir setzen: 

W o. i|±iJ 

r'C+')r[ff5— (— ■)] 

J-2-8 ■-■« ' 

BodaTs die Reihe (32) übergeht in: 

(M) '>-irU$^^'-"'- 

Ton einem bestimmten endlichen n, etwa von n^x an, ist nun sicher 

!^ _ („ _ 1)< 0, 

d. h. das Argument der im Nenner stehenden Gammafuoktion negativ; 
diese Chunmafunktion mit negativem Argument muTs mau zunächst weg- 
schaffen. Dies geschieht durch Anwendung von Formel (10) (§ 2) und 
zwar ergiebt sich: 

rfM+i _ (, _ ilT L f + J-l 

'L, + , *" ''J ^„r_-.+i-|pr. + ._M±i]' 
L r + gj L ^ p + gJ 
folgUclt 



ft=- 



P + 3 



• r(. + i) 
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§ 7. Die EoDTergenzbedingniig der abgeleiteten Beihen. 
Nach Formel (5) (§ 2) ist aber: 

r f'g + U li 

Lj>+aJ »g+i ' 

p + « 

mitlim 



L ^ f + gJ L p + g-l 



Setzt man endlicli docIi zur Abkürzung: 

so ergiebt flicli fUr Beilie (35) die Form; 

(") - =?ii2!^E-"'C. + ,-T-,l.rl'-'i). .in {»^) . 

Da X eine bestimmte endliche Zahl ist, so ist nur die zweite Reihe 
unendlich. Der analytische Konvergenzbeweia der Reihe (37) erfordert 
znnttchst eine Untersuchung des Grenzwertes von D. für beliebig wadL- 
sendea n und nacKherige Anwendung des Satzes I (§ 3). Diese Grenz- 
wertbestimmung von D, findet sich nun zwar auch schon in den bereite 
erwähnten Abhandlangen von Weatphal und Gebhardt, sie scheint mir 
indessen in beiden Abhandlungen nicht streng genug durchgefahrt zu 
aein. Ich werde aie daher hier von neuem' durchfOhren. 

Der Wert (36) von i>, läfat sich unmittelbar nach Formel (12) (§ 2) 
bebandeln, wenn man zur Abkürzung setzt: 

(38)') a: = !^i±i, « = rtP^ also a: + y = « 

und zwar ergiebt sich alsdann fllr diese durch (38) g^ebenen Werte 
von X und y: 

-*^ " !»(«+») ~«^ iii + iiiJ 

('39') "^y^ . ^ < Z> < —— ~ ■ 

" + """' Y^^7^> " <' + »>"■" -/f (. + »)«y 

1) Es bntncht wohl nicht besonders darauf anfraerksam gemacht za werden, 
dals diese znr A.bkfliziuig dienenden x nnd y nicht mit den komplexen Variablen 
X und 1/ der Reihen (ST), (86), (33) und (32) verrechselt werden dürfen. 
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14 


Ab«linitta 


Wir setzen zonächBi: 




(40) 


»■«-^St; 



nnd bestimmen den Grenzwert, dem nch diese Funktion mit wachsendem 
n nähert. Ka ist, immer unter x und y die Werte (38) verstand^i: 

log V(") =x\o%x + y\(igy~n\og* 

«+1 r »+ii '-i r "-vi 

- " ■ 7+i '"8 L« • ;i;+7J +«■ 5;+^ l»g L« ■ ^+yj - «log« 

- » ■ ^+f^[log» + log (« + I) - log (P + ?)] 

+ «• ,-|-^ [log« + log(p— ^)- log (y +})] — » log« 
oder andere zaeAmmeDgefafst: 
(41)log,.(»)-^[log(s+i)'''^+log(p— i)'"^-»log(p + g) 

Knn ist allgemein: 

log(l+*)_(.-i: + i'-i! + ... »•<!, 
also auch: 

log(<r + i) - log[s (l + i)] - log« + log (i + i) 

(9 + f)log(5 + i)-4logg + i(l+logg) 

Ebenso ist: 

(p — ■^) log (p — ■^) — ? logp — i- (1 + logp) 



also addiert: 
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§ 7. Die EonTergenEbedingimg der abgeleiteten R«iheii. 15 

(9+i)iog(j+-^) + (p— i-)iog(p— ^)— «log^+J>logp + ■i-log|- 
+ i^ (y + 1) + rki (f- - ?) 
+ rä(f.+?)+- 

oder 

'»4('+^r"('-^r"]='»«'[«']+^"'8f + rk.(Tr+T) 

(1I»)'>1 (3n)'>l. 
Fonnel (41) gett jetzt ober in: 
(42) l„g^(„)_-i_l„g[5.pp] + -i-lc«|- 

— »log(p + S). 
Setzt man: 

(«) ^-U7 + l) + ih{j--¥) + >h{j> + ¥)+-' 

80 ist die rechte Btehende Reihe^ da 2>> 3 <^d *> ^ ganze positive Zahlen 
TOratiageaetzt -vrerdeB, offenbar stets konrergent und s, ist eine solche 
(Irölse, deren Wert iBr hinreichend grofsea endliches n unter jeden be- 
liebigen positiven Eleinheit^rad herabgedrQckt werden kann. Formel (42) 
geht dann Qber in: 

(44) loatp{n) ^log f ^'^ ^~ \a j-log-^H — ^ 

V / "BV\. / p^^ *L(J» + 9>'''"'J P + 4 P P + 9 

und es folgt: 

Damit ist eine Formel fUr die durch (40) g^ebene Funktion ip(n) fQr 
beliebig wachsendes n gefunden. 

Um die Grenzwertbestimmung fSr i)„, wie sie durch Formel (39) 
g^eben ist, weiter zu fOhren, ist femer der Wert von 

(46) *(») - y|-(» + »)x» - Y^S, 

worin x und y die durch (38) gegebenen Oröfsen sind, eben&lls fQr 
wachsendes n fesfxustellen. Nun ist 
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*«-i/T-'^"f^=yf(^('+ä(i-.-,) 

^t/«. «'pg ri+— — — Q- 

" 2 (p + y)" L ' »3 nj) n'pjj 

Setzt man 

, , 1 1 1 

' ng np n'pq' 

Bo bedeutet offenbar tf, eine GrÖfee, die mit wachsendem n sich unbe- 
grenzt der Zahl 1 imhert und es ist 

(«) *«-yf 5tI"^- 

Setzt man endlich noch für die Werte (38) von x und y 

■^^^^ '^" ISi^^lBy IM \qn+l^ pn~i)' 

so erkennt man, dafs r^ eine positive Grfiise ist, die sich für hinreichend 
grofses n eben&lls unter jeden behebigen Kleinheitsgrad herabdrdcken 
läTst. Formel (39) nimmt daher fSr ein hinreichend grolses endlich» n 
die Form an: 

Bezeichnet man jetzt eine hesländig zwischen e ^** und e' liegende 
Gröfse mit Jl,, acdsTs 

(50) r^-<i,</- 

und A. sich also mit wachsendem n beUebig nahe der 1 bringen lafst, 
so kann man setzen: 



(51) D. = A, ■ 

wo 9(«) und (("(m) die durch (45) und (47) definierten Werte sind. 
Setzt man diese Werte ein, so ergiebt sich för hinreichend grofaes n: 



r pPgf -|P+» ,3 

1/-" ^Pß 

y 2 "(«+# 
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§ 7. Die EonTergenzbedingung der abgeleiteten Reihen. 17 

so ist nach der Bedeatoug von 5„ tf. und A„ dieses /, eine solche Grörse, 
die, gleichgültig ob grSfser oder kleiner als 1, fOr ein hinreichend grofses 
endliches n der Zahl 1 bdidtig nahe gebracht werden kann und es ist daher: 

(52) • j>.=,,.L(p±^;:ü^j£L_. 

-i/« n'pq 
V 2 Cp + g)' 

Für die zu untersuchende Reihe (37) erhalt mau jetzt: 
(63) '-^^,2^'-'^.+ 

V 2 (P + S)' 
Setzt man in der zweiten unendlichen Summe: 

(54) ,_s,.r-j!si^r+*, - r , ^'' -'-(-""-'). 

^ ' L(p+«)'+'J ' ' -i/' ••pt ^ r+^'' 

Bo ei^ebt sich: 

Auf die zweite Keihe ist aber unmittelbar Satz I (§ 3) anwendbar, denn 
die c sind offenbar komplexe Gröfsen, deren Moduln von einem be- 
atiumiten endlichen Gliede an durchw^ kleiner als eine roi^egebene 
positive Gr&he g sind, ja, die sogar unbegrenzt bis zur Null abnehmen. 
Die Reihe ist daher konvergent, wenn mod g<i\ oder wenn 



»-{-[5^n<'' 



d. h. wenn 

ist. Ferner ei^ebt sich sehr leicht, daTs die Reihe (55) aach noch kon- 
vergiert für modiif= 1, Nach (54) ist nämlich jede» 
6, 

DsdaailDg, Obar dla dunb »liu drtIgUadr. Olttohg. daflularM Fnnktlon. 2 
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worin &, eine endlicbe komplexe Gröfse ist. Die Eonrergenz der Reibe 
hängt dann ab von der Konvergenz der Reihe 



^«.=J4- 



Nach HülfBsatz II (§ 3) ist aber die Reihe der Modoln dieser kom- 
plexen Reihe 

T mod b 



^..od(^)=2=f= 



Bezeichnet man non den gröfsten unter allen Moduln der b, mit tf, 






Die rechts stehende Reibe ist aber nach Satz IV" (§ 3) sicher konvergent, 
mithin auch (55) f ür « = 1 und Reihe (53) ftlr 



"°^'=[^^w^f 



Mit der Konveigenzbedii^ung der Reihe (53) ist nun auch diejenige der 
Reibe (32) und weil diese Bedingung symmetrisch in p und q ist, aacb 
diejenige der Reibe (33) gefunden. Es ei^ebt sich also das 

SesuÜat: „Die Reiben (32) und (33) (in § 6) sind konvergent, wenn 



(57) mod y ^ p 



'(£+^^y+« 



ist; in jedem anderen Falle sind sie dtvei^mt" 

Denkt man sich endlich ftr die Gröfse | tu den Reihen (32) und 
(33) irgend einen bestimmten, sonst willkOrhcb berausg^piffenen Wert 
der (p + ()')ten Wurzel von ( — 1) gesetzt, so stellt jede der rechts stehenden 
Reihen innerhalb des Konveigenzbereicbes (57) eine ^ndeviige, steMge, 
endUche und hdiäng oft differmeierbare Funktion der komplexen OrÖlse 
y dar, da sich jede dieser Reiben (32) oder (33) nach der oben aus- 
gefOhrten Eonveigenzuntersucbung unmittelbar dem Satze I (§ 3) unter- 
ordnet. Zugleich erhellt, dats in der That die Reihe (32) gerade (p -|~ 9) 
verschiedene Werte von x oder besser (p + q) verschiedene Zweige einer 
(p ~f~ 9)-deutigen Funktion darstellt. Dies folgt nämlich unmittelbar aus 
dem Satz DI' (§ 3), da in der Reihe (32) bea. (33) oder noch besser (55) 
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g 8. Die zveite Reihenentwickelnng fflr die Wureeln einer dreigl. algebi. Gl. 19 
gerade (p + j) Entwickelungen Ton der Form ^Zc»«". stecken, deren . 



Cn Ton Reibe zu Reihe von einander Terschiedene endliche komplexe 
Konstanten sind. 



Die zweite Beihenentwlokelnng fOr die Wnixeln einer dzeiglledTigeii 
a^brataohen Glelohnng, 
Es fragt sich, was fOr Reihenentwickelungen man für die Wuizel- 
werte der Gleichung: 

(25) xr + ar-«-=y 

anwenden mufs, wenn 






ist. Man hat dann Reihen zu entwickln, die nach fallenden gebrochenen 
Potenzen Ton y fortsdireiten. TTm zu diesen Reiben zu gelangen, fahren 
wir nach dem Yorgai^^e von Gebhardt*) in Gleichung (25) statt x und jf 
zwei andere Variable ein durch die Substitutionen: 

(58) y = v~'+i, a;=>T-i'P+»; 

durch diese geht (25) fiber in: 

(5Ö) tp-v + t-'— 1. 

Mit Hälfe des Lagrangeschen Satzes WA sich nun x nach steigenden 
Potenzen ron v, folglich x nach fallenden gebrochenen Potenzen von y 
entwickeln. Wir geben zunächst der Gleichung (59) die Form: 

(60) T = (1 + V . tf+iy 

und wenden auf dieselbe die II. Form des Lagrangeschen Satzes (§ 1) 
an, indem wir in der Lagrangeschen Formel setzen: 

Es ergiebt sich dann für das r der Gleichung 

(61) t = (« + viP+O« 
die Entwickelung: 



1) Vei'gleiche hierzu die in Änmerk. 2) (Seite !) litierte Abhandlnng. 
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30 AbKlmitt Ü. 

(62) » = i + B..^ + £,.jr^ + ^._^ + ..., 

worin 

und allgemein: 

«T-' ri 



'iP+il -, --1 r-, ■(l'+t)+^ 



B, == j — a* ■« * =— 7 - 



tat. Weiter auBgefÜirt ergiebt sieb: 

Ä = |[^'l±i-l]['!!£±^-2]...[i!i±^-(»-l)].=^ 

Xacb auagefiÜirter Differentiation hat man a »^ -|- 1 zu setzen, damit (61) 
in (60) übetgebe nnd man erbält fOr die Wurzeln t der G-Ieicbung (60) 
die Untwickelung: 

(63) ._(+l)T + B,.| + B,.j^ + :^.^ + ..., 
worin 

und allgemein 

(64) Ä_|[2<£±tH:i-l][5<£±*+i-2]... 

■■[^^^si^-C»-i)](+l)"-^ 

ist Ordnet man die einzelnen Faktoren von B^ in umgekehrter Reihen- 
folge, so ei^ebt sich: 

(65) Ä_i[a±l+l][^+2]...[5£±i+(„_I)](+l)"-^', 



oder mit Beachtung von Formel (6) in § 2 



(66) a-l „.,!,:; ■(+ 1) 
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6 6. Die Eireite fieiheneDtwickelnng fOr die Wnneln einer dreigl. algebr. Ul. 31 
Führt man encUicli in (63) statt v und r gen^ls (58) wieder x und y ein 
und setzt (+ 1)* -= ^, go ergiebt aich: 

(67) x-=^y t+B,y » +1:1!' » +---+^y « +■ 

worin: 

und aUgemein: 

(68) B._l[ia±i+i][i^+2]...[a±i+(„_i)]g.+. 

ZU setzen ist oder kurz 

wenn man unter Bn den durch (64), (65), (66) oder (68) dargestellten 

Wert, unter -^ und -rj aber die Werte g, :— (-|- 1)« und — gj"*"*« 

1 ^±i 

— (-|- 1) 9 zu TMstehen hat. Des Folgenden w^n lassen wir hier 

noch die beiden Formen der Reihe folgen, deren wir uns später bedienen 
werden, tüimlich 

(70) .-,-T2»-^.i.[iafi + i][i£±i+2]... 

...[!£±i + (n-i)]{;'*\ 
und 



■(i'+ti 



(71) .: = j, «2» ' ^' 



r[^+.] 



5»-'(+l)^ 

weil «! = r(n+ 1) ist. 

Diese Form (71) der ge&ndenen Reihe entspricht am meisten derjenigen 
der froheren Reihe (32) (S. 11). Vertauscht man in (71) x mit — -, sowie 
p und q unter einander, so erhält man gemäls dem „Satg" in § 5 (S. 9) 
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irorin 

ist. Formel (71) giebt q Terschiedeiie Wurzeln der Gleichung (25), weil 
S, ebeneoriele verBchiedene Werte besitzt, Formel (72) giebt die übrigen 
p Wurzelwerte der Gleichung (25). 

Es k5imte auf den ersten Anblick scheinen, als ob die obige Reihe 
(71) mehr als q Werte für x lieferte, weil in ihr erstens der ^deutige 

Ausdruck iq = {-\- 1)' und zweitens der j-deutige Wert y« vorkommt. 
Es läfst sieb indessen leicht zeigen, dafs Reihe (71) doch nur q Ter- 

schiedene Werte von x liefern kann und dafs es also genfigt, ffir yf 
ii^end einen bestimmten beliebig heransg^riffenen Wert der qten Wurzel 
Ton y zu setzen, hing^^n fOr g, der Reihe nach die q Werte ^; tu * " ^ 
der qten Wurzel ron (-|- 1) zu seteen. Zum Beweis betrachtoa wir den- 
jenigen Faktor des allgemeinen Gliedes, der die Vieldeutigkeit bewirkt, 
lüjnlich: 

l "(p+g) , »p+nq+t 

f^y ^y r g-+' ^ g'+-+^ y" « , 

da C = l 
ist, oAtx 



Fflr g, sein Wert (+ 1)' eingesetzt, kommt: 



In dieser Form erkennt man, dafs f nur q verschiedene Werte haben 
kann. Man kann daher in (71) ohne Beschränkung der Allgemeinheit 

yi als emdeuüg ansehen, sofern man sich fQr ^ der Reihe nach alle 
seine q Terschiedenen Werte gesetzt denkt 
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S 9. Die KoDTeigenzbedingung für die zweite Reihenentwickelnng v 



Die EonTergeiubediiigimg tOx die awelte Belhenentwiokelang der 
Waxaeln einer drelgliedrigeii algebralBOhen Glelohnng. 
Um die EonTergenzbedinguDgen der Reihen (71) and (72) zu er- 
mitteln, genügt es, sie ftlr eine von beiden Reihen an&UBUchen, etwa fQr 
Reihe (71), da (72) durch blofee Tertsoechung Ton p mit q ans (71) 
herrorgeht. 

Die EonTergenzbe dingung von (71) hinwiederum läiet sich, wenn 
auch nicht auf strengem Wege, aus der in § 7 abgeleiteten Konrergenz- 
bedingong der Reibe (32) finden. In § 7 ergab sieb, dals die Reibe 

rfii+il 
(32) X -y.^i'—' ^^':f^ ? 

E - (- ly+i 

koiiTergiert, wenn 

(67) ^ody<\^ + '->'*'-&' 

~ L p"«* J 

ist Da der Modul von | gleich 1 ist, so ist der Faktor g'~"'' föj die 
Eonrei^enz ohne Bedeutung und die Bedii^ung (57) gilt also auch filr 
die Reihe 

(32''> 2^ -^Mh 1- 

-V Cp+a)r(«+i)r[^^-(n-i)] 
Unterdrflckt man nun in (71) ebenfalls den fQr die Konvergenz gleich- 
gültigen Faktor E,"'"^* , setzt y » = v und bildet 



(71a) 2»" 



3-r{n-|-i)rp 



80 läfst sich offenbar aus der Eonvergenzbedingnng von (71a) sofort die- 
jenige von (71) selbst ableiten. Nun geht aber (32a) sofort in (71a) 
aber, wenn man in (32a) p durch — p, q durch {q -}-p) und y durch v 
ersetzt. Dieselbe Bucbatabenvertauschung in der Eonvergenzbedingui^ 
(57) aosgefOhr^ ergiebt sidi als Konvergenzbedingnng von (71a): 
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Abacluitt 11. 



' L<-rr'(j 



"(J+pj'+'J ' 



modv<r ''"'. TC-DS 



oder fOr v aein Wert gesetzt und den gleichgflltigen Faktor ( — l)i unter- 
drückt, folgt; 

(,3, „od,^[<Ei^]^ 

als KonTergenzbedingung fQr die Reihen (71) und (72), also gerade die 
«ntgegengesetzte von (57). 

Wir wollen indeasen aticli den strengen KonTergenznachweiB der Reihe 

fahren. Setzen wir: 

so geht (71) über in; 

(76) x-9 .j3ig'+'C..s . . 

Der Wert Ton C^ ist nun zunächBt weiter zn behandeln. Wir setzen zu 

dem Zweck: 

(76)') «-I, ^-J, J»o -ÜfiS+i _:, + ;,. 

Dann wird 



r(i + i).r(y + i)' 
oder dordi Anwendung von Formel (5) (§ 2) 
r n^ + 9 + t] 

'^" (x + t,)rix+i)-r(y + iy 
folglich 



1} Es braucht wohl nicht besonders darauf aufmerksam gemocht zu werden, 
dafs diese cur Abkürzung dienenden OrSfsea x und y nichts mit den komplexen 
Variablen x und y der Reihen (71) und (7S} zu thun haben. 
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§ 9. Die KonTeTgeazbedingung fQr dia Eweite Beibenentwickelniig d. e. w. 25 
C ■ 3tx«(x 4-u\= "icyrta + y + l] 

U «xy{x + y) = rcr + i).r(y + i) 
und 

1 . r(x+i)-r(y + i) 

C,««y(« + y) «a:iyr(ic + y + l) ' 

folglich durch Anwendung von Formel (12) (g 2) für hinreichend grolse 
endlidie Werte von x und y 

x'y' <"""+» ^ 1 ^ ^/ ^äi + m 

(- + yr+'y-(, + ^j,y 2C,.f«y(x+y) (- + !')'+' y- (, + ,,,, 
oder; 

Wir setzen wiederum: 



Dann ist 

log 9.(«) = a; log X + y log y ~ (a: + j/) log (« + y) 

oder die Werte (76) eingeführt: 

logy(„)_i[(p+i)log(p + -i)-(j, + s+i)log(|, + « + i)] 

+ «logg. 
Nun ist njusii g 7 

(P + i) log (l> + i) -r logp + :i (1 + logj.) + jJ^-, - fTj^TO 

(p + 9+i)log(p + 9+v)-(l> + «)log(p+«) + i(l + log(i.+s)) 

+ l l + l 

folglich: 

(i> + v) '"g (p + 1) — {''+«+ tt) '»^ (i* +«+ ir) = P '°8P 

-(p+ä)log(p + s) + ^[logl'-log(p + s)] + 5ii(|--j:p-,) 

~2J»'V~lp + S)V + S 41.' V~(p + j)V ' 
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logy(») — ilog ^-Tr+-i<>g^ 

+ 7[A(?^?Tä)-räi(Fi-(?Tl>) + - ■] + "'°8* 

oder 

_ 1 M _ IV 1 l\ 1 \ . 1 /^ , ^ \ 

'" — 2«ly y + gj S ■ 8«' ^p' {p + a)V "*" 3 ■ 4»' ^p' (p + j)'^ 



und 



Ferner ist 



_-|/)t «'p(p+g) , 



mithin fOr ein hinreichend grofses endliches n 



Bezeichnet man nun eine beständig zwischen 

e-ii[-(p+i,)-ra und gSi^'iX-j.+i) 
liegende positire Grölse mit X^, BodofB 



g it[»(j.+i)+ii < i, < ei»" "t«i>+») , 
Bo ^ft"" man setzen: 
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S 9. Die KonTergelubedmguDg tHa die (weite BeihenentwicitelDiig n. a. w. 27 
ji- — i.-5,(«) ■♦(«), 



-i.p + il'+'V IP+iV.--, 



np +!)'+' ■]' »+ 
(79) C.-L P'f i '^ ' 



■■^■V't- 



'y( p + a) 



Hierin bedeuten A, und ff, GrÖfsen, die sich mit wachsendem n unbegrenzt 
der 1 nähern, während eich s^ onb^renzt der Kull lühert. Setzt man 
also nodi 



(80) C, = y, . LeV_ J_J_?J_ . 



y5. "'?<? + g) 
8 g' 



Diese Formel gilt für jedes hinreichend grofse endliche n. Die Reihe (75j 
(Seite 24) oder (71) erhält daher die Form: 



" , Tl — I l ■ n" I ■ty+tl 



wenn num umimmt, dals die Formel (80) toq n -> x an gültig ist. Setzt 
nuui femer 



rip+jyül „+„-|'_, 
L p's' J 

{."-^■(gj^)' 
lA »'p(p + g) ' 

K 2 g" 
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-Ip+rt 



(81) x = y '21^"'""^"" ' +'' '^T''"""- 

Diese Reihe konvergiert aber (Satz I § 3) fllr mod e < 1 oder wenn 

„„d[<£i^.jr«+.iy<l 

ist, d. h. wenn 

ist. 

Die Reihe (81) konvergiert auch noch fllr mod^'^ 1. Man se 

alml aliii 

6 



2-=m- 



Da aber die hu lauter endliche GtrÖlsen sind, so konvet^ert diese Reihe, 
vrie bereits genauer in § 7 erörtert ist, auf jeden Fall. Die Konvei^enz- 
bedingung der Reihen (71) and (72) in § 8 ist also 



»»-.^['^^r 



Es nu^ an dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen werden, dab jede 
der Reihen (71) und (73) (§ 8), wenn man sich für die in ihnen vor- 
kommenden ärolsen ^ und ^ irgend einen bestimmten dieser q bez. p 
Werte gesetzt denkt, nach Satz I in § 3 eine eindeutige, stetige, endliche 
und bdi^ng oft differemierbare Funktion der komplexen Variablen y 
innerhalb des Eonvergenzbereiches (82) darstellt. Nach dem früheren 
Satze in* oder EI*' (in § 3) sind ferner — da in diesen B^en (71) 

und (72) y i und y ', wie bereits bewiesen, als einämiig angenommen 
werden dürfen — die gr Funktionswerte, welche (71) für x liefert, alle 
von einander verschieden und ebenso die p Funktionswerte von — , die 
(72) liefert. DaTs kein durdi Reihe (71) gelieferter Funktionswert x der 
unabhängigen Variablen y mit einem durch (72) gelieferten zusammen- 
fallen kann, folgt bereits daraus, dafs die durch (71) gegebeneu Fnuktioos- 
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S 10. ZDBammeiutetlimg der ge^denen Reiuttate. S9 

werte x von y mit imbeschränkt wachsendem y sich sämtlicli der Null 
tühera, während die durch (72) gegebenen Funktionswerte x von y mit 
unbeschränkt wachsendem y dem Wert oo zustreben. 

§ 10. 
ZTuammrastellnng der gefandenen B«raltate. 
Wir wollen in diesem Pan^^phen die bisher gewonnenen Resultate 
ausfOhrlich zusammenstellen. Dabei werden wir aber die fOr die Wurzel- 
werte der dreigliedrigen Gleichung 
(4) x' + r-^^y 

herauskommenden Keihen immer als Fotenzreihendarstellung der durch 
Gleichung (4) definierten Funktion x der unabhängigen Variablen y be- 
trachten, weil es uns bei den s[üteren Betrachtungen hauptsächlich darauf 
ankommen wird, diese durch (4) definierte Funktion x der komplexen 
Variablen y in ihrer Bedeutung zu charakterisieren. Wir werden femer den 
bisher gewonnenen Resultaten verschiedene äulsere Formen geben, die zwar 
prinzipiell und ihrem inneren Gehalte nach durchaus nicht von einander 
abweichen, aber doch merkwürdig genug erscheinen, um eine besondere 
Hervorheboi^; zu rechtfertigen. Biese verschiedeuen Darstellungen mögen 
ids die „Formen I, 11 etc." bezeichnet werden. 

Wiederholen wir zni^chst die bisher^en Resultate in unveränderter 
Gestalt, so erhalten wir folgenden 
Satg (Form I): 

„Um die sämtlicben Wurzdwerte x der djei^edrigen alge- 
braischen Gleichung 
(4) xf -\~ x-*—*y, 

P und q ganze positive Zahlen 
durch konvergente Reihenentwickelungen darzustellen, hat man 
0tvei Fl^e zu unterscheiden, nämlich: 
Fall I. Es sei: 

(5,) „„,,^[<£±^]^, 

dann sind die sämtlichen (p -{- s) Wnrzelwerte der Gleichung (4) 
dargestellt durch 

(321 I— 'SJvS'— ' Lt+äJ 
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wo £ ^ ( — l)'"*^ isi und dem | der Reihe nach alle Werte 
^) ti)'"^p+t beizuHgen sind, die die (ja -\- q)iB'W}irze\ ■von ( — 1) 
haben kann. Dabei ist zu beachten, daJ^ die Formel (32) audi 
dann noch die sämtlichen (> + 3) Wurzeln von (4) ergiebt, wenn 
man in ihr x mit — and p mit 3 gegenseitig Tertauscht, also 
bildet: 

(33) ^=i?^«^-"'^^^^,^^„^.,;[j^-z^- 

FnU n. £9 sei 

dann sind die q Wurzelwerte der Gleichung (4) dargestellt durch 

(71) i-r-Jis'*' '- ' J .. ^^- 



,r(„+.)r[I£±i+,]- 



WO Sa ^ (-|- 1)9 und dem g, demnach der Keihe nach sämtliche 
Werte Ö, £j, ■ ■ ■ £| beizulegen sind, die die ^te Wurzel Ton -|- 1 
haben bann. Die übrigen noch fehlenden p Wurzeln ron (4) 
erMlt man, wenn man in (71) x mit — und p und q wechsel- 
seitig vertauscht, also aus der Formel 

in der t, — = (+ l)*" ist und man dem g, der Reihe nach die 

p Werte 1^, ^, ■ ■ ■ ^ erteilen mala, die die pbe Wurzel von 

(+ 1) haben bann." 

Es IKfst sich mit HOlfe der bebannten Methoden leicht nachweisen, 

dafs die Bedingungen (57) und (82) mit dem Auftreten einer Doppel- 

wutzel der Gleichung (4) zusammenhängen. Diese hat nämlich dann und 

nur dann (för t/^0) eine Doppelwurzel, wenn 

ist, während sie eine noch mehr&che Wurzel überhaupt nicht besitzen kann. 
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§ 10. Znummensielliuig der geftmdanen Retoltate. 31 

Man erkennt schon bei oberflächlicher Betrschtimg, daXs den vier 
Reihen (32), (33), (71), (72) im wesentlichen dasselbe Bildungsgesetz zu 
Gh-unde liegt. Wir wollen aber gerade den Zusammenhang dieser vier 
Reihen nntereinander noch genaaer untersuchen, wobei wir schlielsUch 
zn dem schönen Ergebnis gelangen werden, dals sie sich »tmtlidi in eine 
einzige Formel zusammenfassen lassen, resp. als besondere Fälle derselben 
eracheiuea. Zn dem Zwecke setzen wir den in Reihe (32) rorkonunenden 
Aosdrock 

Lp + gJ 



(83) 



ü) + j) r(. + 1) r[^i^ - (» - 1)] 



= -E-(P,2), 

sodals also K^(jp, q) eine gebrodiene rationale Funktion von p und q ist. 
Die Reihe (32) geht dann Ober in 

(32a) X =. ^y-6'-"i'JC,(p, 5), 



schung von x mit — 
Entwickeluug 

- _!;.»•{'— i-.(9,i>) 

ei 
h 



ans der man durch Yertauschung von x mit — und von p und q mit 
einander die entsprechende Entwickeluug 



erhält. Setzt man in derselben Weise die dem Kk(p, q) entsprechende 
ÖrSfee der Reihe (71) gleich 7>,(r«), also 






so erkennt ms^i leicht, da& 

D.(p,q) = K,(-p,q+p) 
ist, d. h. daTs die durch (84) definiert« Funktion D.(p, q) aus £ii(p, q) 
hervorgeht, wenn man das Argument p durch — p und das Argument q 
durch {q -\- p) ersetzt. Also erhält man für die Formel (7 1) den folgenden 
ebenfalls auf die Funktion K^{p,q) bezogenen Ausdruck: 
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32 Abtchoitt n. 

(71a) a:-y » ^^^ ^(-^' 9 +^>y ' 

und durch YeitausclLuiig von x mit — und von p und 3 unter einander: 

(72a) ^ = y ''^C^'^.(.-~s,P + Q)y " . 

Man kann daher uneere bislierigen Reaoltate auch so aussprechen: 

Saiß (Form 11): ^dentet K^(p, q) die durch (83) gegebene 
gebrot^ene rationale Funktion von p und q, eo sind sämtliche 
Wurzeln der Gleichung «*" + a:-» = y bez. deren reziproke Werte 
dargestellt durdi die vier Reihen 

(86a)i-2rE'-'Ä.(}>,5), (85b)i_Jljre— Jr.(e,y), 



_i - . ■li'+>l 

(86») *-, '2S » • M-P,l+P), 



(85d) i-y ^2^'^ ^* ' ^(-2'2+i')' 
von denen die beiden ersten (85a und 85b) gelten fOr 

L rV J 

die beiden anderen (85 c a. 85 d) hingegen far 

„,ody^r<^+Ö^1^« 
^ L i>'^a' J 

Die Beihen (85a) und (85c) lassen, sich nun ihrerseits in eine einzige 
Reihe zusammenlassen, wenn man zwei Gröfsen a und ß einführt, denen 
man im Falle (85a) gewisse besondere Werte, im Falle (85c) hingegen 
andere Werte beilegt. In der That, man setze: 

(86) X =■ a^+^ ^nß*a~'i^K,(p, q), 

so erhält man aus dieser Reihe f(ir u = — 1, ß^y die Reihe (85a) 
und unter der Annahme a — — , ß^ — und p mit — jp und q mit 
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g 10. ZaMmmenstellnng der gefandenen Beanltafe. 33 

(g -i~ p) vertauscht die Reihe (85c), denn die erste Annahme ergiebt 
ansgeführt: 

« _ (_ i)?F7 2 »•(- i)~^'K.(p, 5) - Jj (- i)yrfy.K.(j,, q) , 



was identisch mit (85a) ist, und die zweite Annahme ergiebt: 





WAS identisch mit (85c) ist. Dies ergiebt folgende dritte Form nneerer 
Ergebnisse: 

Satz (Fonn III): ,^ie sämtlichen Wurzeln der dreigliedrigen 

Gleichung 

(4) x'-\-ar'' = y 

sind unter allen Umständen in der Formel 

(86) X = «mT 2 ß'a'^^E^ijp, q) 

enthalten. Für 

liefert die Annahme «== — 1, ß^y, (p -|- 9) konvei^nte B«iheii, 
die sämtliche Wurzeln x von (4) darstellen. Doch kann man in 
den herauskommenden Reihen auch p mit q rertauschen, wenn 
man gleichzeitig x durch ~ ersetzt. 
Fflr 



-»«^»>-['*^f 



erhSlt man durch die Annahme « = — , ß^— sowie gleich- 
zeitige Eb-setzung ron p durch — p und von q durch (s -\- p) aus 
(86) nur q konvergente Reihen, die q Wurzeln von (4) liefern. 
Doch kann man in den hemuskommenden Reihen auch p mit q 
vertauschen, wenn man gleichzeitig x durch — ersetzt, wodurch 
auch die äbrigen p Werte von x erscheinen." 



log, aber die dnnh ein* dnlglledt. Olalobg. daBalart« FdhUIdd 



:db,Google 



Führt nun der letzte Satz auch sUe einzelnen ReihenentwickelnngeD 
bereite auf die eine (86) zurück, so leidet er doch infolge der vielen 
BuchBtabenTertauBchimgen an einer gewissen UnUbereichtliclikeit, sowie 
daran, dafs die rechts stehende Reihe bald x, bald — liefert Beide Übel- 
stände entfernen wir durch Einföhrung von zwei neuen GröJEsen i. und fi 
an Stelle von p und q und eines Fotenzexponenten c, der nach Bedfir&is 
den Wert -\- 1 oder — 1 erhält Wir gelangen dann zu folgendem 
Satz (Form IT): 

,^ie sämtlichen (p -)- 9) Wurzeln der dreigliedrigen Gleichung 
(4) x'-\-3^^ — y 

sind enthalten in der Formel 

(87) »_p-T?_^p„-JT?ir.a J', 

worin 

rfat+i] 

^•('. ") i^f^ft^i n 

(l + rtr(n+i)r[-j£i — („_i)J 

— Cl + p).1.2.3--.« 

ZU setzen ist. Formel (87) ei^ebt nämlich: 
fDra^ — 1, /S«=y, k =p, (* = ?, e = + 1 die frohere Keihe (85 a) 

„ fl=*-_l^ (j = j,^ i = «, f*="P, « = —1 „ „ „ (85b) 

„ « = y, /J = |-,X = — p, ^=i) + ff, £ = +1 „ „ „ (86c) 

„« = 1, ß-^,X = -q,l^^p + q,a 1„ „ „ (85d), 

wobei die beiden ersten Annahmen gelten für 

die beiden letzten liingegen für 

~~ L p'^q^ J 
£b mt^ nicht unerwähnt bleiben, dafs alle bisher gewonnenen Resultate 
wahrscheinlich auch dann noch gelten, wenn man die Exponenten p und q 
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der Qleichnng (4) nieht mehr, wie bisher, als pos^v und garte, sondern 
ab positive gehrochene, ja positive irrationale Zahlen vorauBsetzt; denn 
die Annahme, daTe p und q ganze positive Zahlen seien, ist bei der Ab- 
leitung der gewonnenen Reihen nirgends als wesentlich gemacht worden. 
Falls nun p und q zwar positive, aber sonst beliebige, etwa irrationale 
Oröfsen sind, ist die Gleichung (4) selbst schon nicht mehr algebraisch, 
sondern transcendent und man würde in (87) die sämtlichen Lösungen 
einer traoscendenten Gleichung vor sich haben. Es ist nicht schwer, ver- 
schiedene faudamentale Unterschiede festzustellen, die die Funktion (87) 
für ganze positive oder ftlr positive gebrochene oder endlich positive 
irrationale Werte von p und q aufweist. Ist die Funktion (87) schon fSr 
positive ganze Zahlen p und q — unter der Voraussetzung Ji -|- 3 > 4 — 
transcendent, so wird sie offenbar noch von viel höherer Ordnung trans* 
cendent, wenn p und q als gane heliänge, positive GrÖfsen vorausgesetzt 
werden. Wir begnügen uns damit, auf diese vielleicht durchfölirbare 
weite Yerallgemeinerung der gewonnenen Resultate hinzuweisen. 



Abschnitt ni. 
§ 11. 

Die tbeoretUolte Bedentnng der durch eine dreigliedrige algebraisobe 
Qleiohitng definierten Funktion. 

Nachdem in den vorhergehenden Far^^phen dargelegt worden ist, 
dafs sidi sämtliche Wurzeln jeder dreigliedrigen algebraischen Gleichung 
durch konvergente Reihen von bekanntem Fortschreitungsgesetz darstellen 
lassen, soll im folgenden eine neue Ansicht über die Auflösung von 
Gleichungen höheren Grades als vom vierten entwickelt werden. Wir 
bedürfen zu diesem Zwecke erst einiger allgemeiner Erörterungen. 

Bekanntlich bat kaum irgend eine Aufgabe das Interesse der Mathe- 
matiker so lange gefesselt, wie die der algebraisdien Auflösung der Glei- 
chungen. Nach den zahllosen vergeblichen Versuchen, Gleichungen von 
höherem als vom vierten Grade algebraisch aufzulösen, erlöste endlich Abel 
1825 die Mathematiker von diesen vergeblichen Anstrengungen durch den 
Kachweis, dafs Gleichungen höheren Grades als vom vierten algebraisch im 
aUgemeinen überhaupt nicht auflösbar sind. Die natürliche Folge dieser 
Beweisführung war, dafs man nun nach denjenigen spezieUen Formen 
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algebraiBcher Gleidiungen höheren als vierten Grades suchte, die doch 
noch algebraisch sufidebar sind, eine Aufgabe, die in der Hauptsache 
von Abel und Galoifl gelöst wurde. Die andere — viel allgemeinere 
und interessantere — Frage hingegen, wie man unter Yerdcbt auf eine 
sogenannte algebraische Auflösung doch zu der natürlichsten und all- 
gemeinsten fjjösung^ der Gleichungen höheren Grades überhaupt gelangen 
könne, wurde nur wenig, ja fast gar nicht behandelt*). DaTs aber eine 
„idealste Art der Losung" auch fOr die Gleichungen höheren Grades 
existieren wird und mufs, werden wohl die meisten Mathematiker von 
selbst zugeben, nur ist es eben der Begriff „Zösufljr", der hierbei ver- 
schieden anfgeMst werden kann bez. richtig au%efafst werden muTs. 

Die Frage, was man unter der Lösung eines mathematischen Problems 
überhaupt zu verstehen hat, ist, meiner Ansicht nach, zunächst allgemein 
gar nicht beantwortbar, sondern hangt bei dem g^enwärtigen Standpunkt 
der mathematischen Disziplinen wesentlich von dem diesbezüglichen For- 
schungsgebiet selbst ab. Dies ist auch ganz natürlich, weil jedem mathe- 
matischen Problem so zu sagen auch seine eigene Fragestellung zukommt. 
Die „Lösung" irgend eines Problems der Zahlentheorie hat einen ganz 
anderen Charakter als die einer geometrischen Aufgabe oder etwa einer 
Differentialgleichung. Es wäre eine sehr dankenswerte Aufgabe, den Be- 
griff der „Lösung", wie er den verschiedenen Forschungsmethoden und 
Forschungsgebieten der Mathematik entsprechend sich ausgebildet hat, 
einmal einer vergleichenden Betrachtung und Kritik zn onterwerfec. 
Nichtsdestoweniger hat sich in einzelnen Zweigen der Mathematik der Begriff 
der „Lösung" ziemlich scharf, ja vollständig scharf al^egrenzt, wofür 
eben die algebraische Anflöung der Gleichungen ein angezeichnetes Bei- 
spiel liefert, indem man eine algebraische Gleichung nur dann als »auf- 
gelöst^ betrachtet, wenn sich die gesuchte GrSfse durch eine endliche 
Anzahl von Additionen, Subtraktionen, Multiplikationen, Divisionen, Po- 
tenzierungen und Radiziemngen mit ganzen positiven Exponenten, die 
mit den g^ebenen Gröfsen vorgenommen werden, darstellen UTst. Ebenso 
gilt etwa in der Elementai^eometrie eine Aufgabe nur dann als gelöst^ 
wenn sich ihre Lösung mit Hülfe von Zirkel und Lineal konstniierai 
lälst oder also algebraisch auf Gleichungen zweiten Qrades zurüchführbar 
ist. Der B^riff der Lösung einer mathematischen Aufgabe zeigt sich 

1) Hennite zeigte allerdinga, wie man die allgemeine Qleichaiig fünften Orades 
mittelst tnutsceDdenter Funktionen „anflSien" kOnne (Compte« rendoB 1868). 
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also in erster Linie als abhängig von den Mitteln, die man zur Oewinnung 
der LSsang anwenden will oder muTs, oder in der Sprache der Analjsis 
ansgedrüokt, von den Funktumen, die man zur Lösung heranziehen will 
oder mnls. Dieses letztere ist es nun, was, so sehr es au sich schon 
bekannt ist, wir nicht nachdrücklich genug betonen zu müssen glanben. 
Die Rektifikation des Ellipsenbogens gelingt nicht mit Hülfe der sieben 
fjlementarfonktionen und der trigonometrischen Funktionen, sondern bedingt 
geradezu die Herbeiziehung einer neuen Funktion, eben der inverseo der 
elliptischen; niemand wird aber deshalb behaupten wollen, diese Aufgabe 
sei deshalb nicht ,^ösbar". Man kann daher von jedem mathematischen 
Problem eine rechnerische Lösung „nur retoHv ext den durch das Problem 
sähst bedingten Funktionen" ferlangen. Schliefst man sich aber dieser 
Ansicht an, so wird man auch kaum unseren späteren Äuafilhrungea 
betreffs der AuflQsbarkeit der höheren Gleichungen seine Zustimmung 
versagen können. 

Zunächst muTs ich indessen erst einige Bemerkungen darOber voraus- 
schicken, unter welchen Bedingungen ich ein Problem „als analytisch 
bez. . redinerisch vollständig gelöst" betrachte. Dabei soll ,^alyti8ch" 
soviel wie mit Hfllfe der Analysis heiTsen. Ich meinerseits betrachte ein 
mathematisches Problem als „analytisch vollständig lüsbar und gelost^, wenn 
es möglich ist, die gesuchte äröfse oder die gesuchten Qröfsen aus den 
das Problem bestimmenden Gtröfsen für jeden beliebigen Wert der letzteren 
mit jeder beliebigen Genauigkeit zu berechnen oder mit anderen Worten, 
wenn man im stände ist, einen Kechenprozefs anzugeben, der gestattet, 
die gesuchten Gröfeen ans den gegebenen mit jeder beliebigen Genauig- 
keit zu berechnen. Ob diese Erklärung nach allen ßichtongen hin ganz 
zutreffend ist, wage ich zwar nicht zu behaupten nnd es kommt darauf 
im folgenden anch nicht ^Izuviel an. Sie umfafst namentlich das eine 
Merkmal der „Lösung" noch nicht, dafs der Zusammenhang zwischen den 
gesuchten nnd den gegebenen Grölsen auch mathematisch ganz genau 
präzisiert sei, indessen dSrfte sie sich doch mit den gegenwärtig üblichen 
Anschauungen der Mathematiker in der Hauptsache decken und weder zu 
eng noch zu weit gefafst sein. Rein analytisch betrachtet — von den 
geometrischen Lösungearten einer Anfgabe sehen wir hier ganz ab — 
leistet eigentlich auch keine einzige Rechnungsoperation mit Ausnahme 
der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division mehr. Schon die 
Aufgabe des Wurzelziehens ist analytisch nicht vollständiger lösbar als 
durch Angabe eines Rechenprozesses, der aus dem Radikanden die Wurzel- 
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grö&e mit jeder beliebigen Genatiigkeit berechnen läfst und der nicht 
einmal im allgemeinen die Wurzelgröise in ihrer Totalitat liefern kann, 
sondern diese eben nur von Stelle zu Stelle mit jeder beliebigen Genauig- 
keit zu berechnen gestattet. Etwas Tollkommnerea ist ja auch TOm 
zahlentheoretiscben Standpunkt aus gar nicht mfiglicfa, da man von einer 
Irrationalzahl nie das Bildungegesetz angeben kann, sondern sich mit dem 
Rechenprozels zu&ieden geben mufs, der beliebig viele Stellen derselben 
zu berechnen gestattet. Ebenso steht es mit den Aufgaben, die auf 
trigonometrische Funktionen führen. Den Sinus des durch einen be- 
liebigen Bogen des Einheitskreises dargestellten Winkels kann man eben- 
&Us nur durch einen augebbaren Rechenprozels mit jeder beliebigen 
Genauigkeit finden, einen Rechenprozefs, der eben durch die stets kon- 
vergente Reihe: 

definiert ist. Ebenso verhält es sich mit dem log x etc. Man erkennt 
unmittelbar, dafs das, was wir hier mit „Rechenprozefs" bezeichnen, nichts 
anderes ist als der B^rifT der Fu^Uon. Wenn wir trotzdem das Wort 
„Rechenprozefs^' zumlchst anwendeten, so geschab dies nur, weil man bei 
dem Wiirzelbegriff zunächst mehr an den durch ihn bestimmten Rechen- 
prozels" zu denken pfl^, wie z. B. bei der Quadratwurzel, als an den 
Funktionsbegriff, der hinwiederum bei den trigonometrischen AusdrOcken 
sinns, Cosinus etc. in den Vordergrund triti Jeden&Us haben die Wurzel- 
funktion, die logariÜimische Funktion, die allgemeine Potenzfnnktion (&'), 
die trigonometrischen Funktionen das eine gemeinsam, daTg sie die ge- 
sudite Gröfse aus der g^ebenen erst durch einen unendlichen Frozefs 
bestimmen, wie er eben durch das Bildungegesetz einer unendlichen Reihe 
yon bestimmter Form festgelegt ist. Die Wuizelfunktion macht hiervon 
nicht einmal in ihrer äuTseren Form eine Ausnahme, denn ebenso wie 
man die logarithmische Funktion durch die Reibe: 

l^(L+x)-x-^ + ^-^ + --- {x'<l) 

definieren kann, so kann man auch die Wurzeliunktion für Werte von x 
zwischen — 1 und -|- 1 geradezu definieren durch die Reibe 

wenn man nur statt » einen echten Bruch oder Stammbmch setzt. 
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um alles noch einmal zusammenzufassen, kann man daher sagen: 

„Alle sogenannten Elementarfimktionen, abgesehen Ton der Addition, 
Subtraktion, Multiplikation und Division, nämlich die Potenzfunktion, die 
Woizelfonktion, die logarithmische Funktion und die trigonometrischen 
Funktionen sind durch gewisse charakteristische Reihen definiert, die den 
Rechenprozefs Terkörpern, wie man jeweils aas der gegebenen Grö&e die 
gesuchte ermittelt." 

Wir haben das Vorhergehende so weit^ufig auseinandergesetzt, um 
die fundamentale Wichtigkeit der unendlii^n (konvergenten) Heihe für 
den Ausbau der rechnenden Analjsis recht gründlich zu betonen. Alle 
rechnende Mathematik führt meiner Ansicht nach im allgemeinen auf 
Berechnung onendlicher Reiben, wie ja auch eine Menge ,^athemabischer 
Konstanten", wenn man so sagen darf, wie e, % u. s. f selbst nur die Summen 
gewisser unendlicher Reiben symbolisck darstellen. 

Als nun die sogenannten Elementarfunktionen (Potenzfunktion, Wurzel- 
fonktion, logarithmische Funktion, trigonometrische Funktionen) zur rech- 
nerischen Bewältigung gewisser mathematischer Probleme nicht mehr aus- 
reichten und die Analysis sich mehr und mehr entwickelte, hat man 
neue Funktionen in die Mathematik eingefithrt, die elliptischen, die hjper- 
elliptischen, die Thetafunktionen, die Gammafunktion etc. In der Theorie 
derselben spielen nun die imendlichen Reihendarstellungen dieser Funk- 
tionen eben&Us eine sehr grofse Rolle, sodalk man auch diese Funktionen 
viel&ch geradezu durch eine charakteristische Reihe definiert und ihre 
Werte erst mit Hülfe derselben für jedes beliebige Argument berechnen 
kann. Die Gründe zur Einführung dieser einzelnen Funktionen sind 
ziemlich verschiedene gewesen. Diese Funktionen verdanken ihre Auf- 
nahme in den Rechenspparat der modernen Analjsis nicht zum wenigsten 
dem Umstand, daTs eben durdi ihre Einführung Aufgaben, die mit den 
elementaren Funktionen nicht lösbar waren, auf diese neuen Funktionen 
sich zurückfahren lassen. Das beste Beispiel hierfür ist die Rektifikation 
des EUipsenbogens. 

Die Frage, wodurch eine in irgendwelcher Weise definierte Funktion 
sich nun eigentlich legitimiert, um in den Bereich der in der rechnenden 
Analysis angenommenen Funktionen mit angenommen zu werden, ist 
nicht ein&icb zu beantworten. Theoretische und praktische Gründe, auch 
die historiacbe Entwickelung sind hierbei mafsgebend gewesen. Im all- 
gemeinen wird man, um die Berechtigung der Einführung einer neuen 
Funktion zugeben zu können, mindestens verlangen müssen, dais dieselbe 
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durcli die bereits angenommeDen nicht algebraisch auBdrflckbar sei oder 
noch etwas aUgemeiner, sich nicht am ihnen in endlicher Weise zu- 
sommeDsetzen lasse. So ist es z. B. bei den elliptischen Funktionen. Es 
giebt indessen hiervon aach eine Ausnahme. Von den vier trigonometri- 
schen Fmiktionen sin, cos, tang, cotang sind z. B. rein theoretisch ge- 
nommen drei überäfissig, weil jede durch die andere algebraisch aus- 
drüchbar ist; drei von den vier trigonometrischen Funktionen verdanken 
ihr Dasein daher lediglich praktischen GrOnden. Gewisse Funktionen, die 
ebenfalls algebraisch durch andere darstellbar sind, hat man auch wieder 
fallen lassen, wie secans und cosecans. 

Ist nun klar, daia theoretische wie praktische Grfinde unseren heutigen 
Besitzstand an gut legitimierten Funktionen geschaffen haben, so ist 
anderseits ebenso gewifs, dafs dieser Funktionsbestand noch erweiterungs- 
fähig ist. Es ist leicht und wohlfeil, allerhand Yorschläge zu machen, 
um den Kreis der gut legitimierten und brauchbaren Funktionen zu 
erweitern, andererseits muls aber die Bedürfnisfrage im einzelnen Falle 
genau geprüft werden. Vorschläge zur Einfahrung solcher neuer Funk- 
tionen sind denn auch schon Öfters gemacht worden, aber sie haben sich 
keine allgemeine Anerkennung verschafft. Würde man der redmenden 
Analysis die Berechtigung zur Einführung neuer Funktionen a priori ab- 
sprechen, 80 würde man damit der rechnenden Analysis auch jede weitere 
VervoUkommnung abschneiden, denn die gegenwärtig eingefahrten Funk- 
tionen genügen eben bei weitem nicht zur Bewältigung aller Au^ben. 
£s ^Ist sich denn auch wohl kaum leugnen, dafs die Entwickelung der 
rechnenden Analysis seit Jahrzehnten nach dieser Richtung hin einen ge- 
wissen Stillstand zeigt, weil mau den als l^itim anerkannten Rechnungs- 
apparat nicht mehr erweitert hat. Am ehesten kann man noch über die 
Bedürfnisfrage streiten, wobei man die theoretische von der prakHscken 
zu unterscheiden hat. Die erstere ist selbstverständlich die bei weitem 
widitigere, die andere mehr nebensächlich. Der ersteren verdanken, wie 
schon erwähnt, beispielsweise die elliptischen Funktionen ihr Dasein, der 
anderen drei von den vier trigonometrischen Funktionen. 

Ich behaupte nun — und hiermit komme ich zu dem Hauptzweck 
und Hauptinhalt meiner Abhandlung — dals die in den vorhergehenden 
Far^praphen in Gestalt einer unendlichen Eeihe dargestellte (ja -j~ i)- 
deutige WurzeL^mktion x der dreigliedrigen Gleichung 
(4) xf-\-x~^ = y {p und q ganze positive Zahlen) 

eine solche Funktion von y ist, deren Einführung in die rechnende Analysis 
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theoretisch vollkommen gerechtfertigt ist und dafs sie geradezu eine Ver- 
allgemeinerung der ge'n^öhnliclien Wurzelfunktion ist, ja, d&fs ilire Ein- 
Mirong in die rechnende Analyais geradezu theoretisch gefordert und gä>oten 
ist, wenn man nicht auf eine Erweiterung der rechnenden Änalysis und 
einen Fortschritt derselben überhaupt verzichten wiU. Wir haben nämlich 
die durch (4) definierte Funktion x = F{y, p, q) in den vorhei^ehenden 
Far^^pben durch einen stets konrei^entrai (p -^ <j|)-deutigen Ausdruck 
von der Form 

(87) i-[«""T72^„-lfez.(,,rt]' 

dargestellt, in dem nur den Qröfsen a, ß, A, (t, e je nach dem Werte 
von jf verschiedene Werte beizulegen waren und zwar war Sir 

mody^ ^ + \ 

entweder a= — 1, ß^y, ^ = P, f-^i, e^ + 1 
oder «=' — 1, ß = y, i"=2, (*=P, * = — 1 

und für 

^oiy> '' + ^_ 

«~X' ^^-«' ^'^—P' (*=i' + 2> £ = + 1 



«=,,-, /3 = y. ^ = — 3> **=P + ?, £ = — 1 
zu zetzen. 

Fflr y ^ giebt Gleichung (4) 

a;P-|-ar-s = 0, 
also 

J_(_1)?T7; 

denselben Wert erhält man für 37 ans Formel (87) für y = 0. Nimmt 
man nun an, die Gleichung (4) sei von höherem Grade als dem vierten, also 
j) -f- 3 > 4, BO ist die durch (4) definierte (p + 2)-deütige Funktion (87) 
in Folge des Abelschen Beweises sicher nicht mehr eine algebraische 
Funktion von y. Gleichung (4) stellt aber andererseits von allen alge- 
braischen Gleichungen, die höher als vom vierten Grade sind, den ein- 
fachsten allgemeinen Typus dar, weil sie dreigliedrig ist; also stellt audi 
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Formel (S7) die eiiifacliat« Lösung der algebraiacli nicht melir lösbaren 
Gleichungen dar. Da sich nun glücklicher Weise aUe dreigliedrigen 
CFleichnngen, TOn welchem Grade sie auch immer sind, auf die Form (4) 
bringen lassen, ihre Lösungen also stets in der Form (87) enthalten sind, 
80 ist in (87) die allgemeine und gemeinsame Lösungsfunktion des auf 
die algebraisch lösbaren Gleichungen folgenden nächst höheren Gleichungs- 
typus — eben des dreigliedrigen — gefunden. Will man daher auf die 
Auflösung der höheren Gleichungen nicht für alle Zeiten verzichten, so 
mnfs man diese dem nächst höheren Gleichungstypus entlehnte Lösungs- 
fimktion (87) gerade so wie die allgemeine Wurzelfunttion Yy in die 
rechnende Änalysis einfuhren. Diese vieldeutige Lösungsfunktion (87) 
verhält sich eben zu den höheren Gleichungen als vom vierten Grade 
genau so, wie die allgemeine Wurzelfanktion Yy zu den algebraisch lös- 
baren Gleichungen. 

Dieser letztere Gedanke mag noch etwas weiter ausgeführt werden. 

Der Abelsche Beweis von der Unmöglichkeit, Gleichungen von höherem 
Grade als vom vierten im allgemeinen aufzulösen, beruht wesentlich auf 
dem Begriff der algebraischen Funktion'^, unter einer algebraischen 
FunMion y der Argumente x^, x^, . . . :r„ versteht man eine solche, die 
sich aus 2:^, x^, . . . x^ durch eine endliche Anaitbl Ton 

1) Additionen und Subtraktionen, 

2) Multiplikationen und Divisionen incL Potenzierungen mit ganzen 
Exponenten, 

3) Wuizelausziehungen, deren Wurzelexponenten Primzahlen sind, 
zusammensetzen läTst. 

Unter Annahme dieser Definition seien Oj,aj, . .. 0,, irgend welche 
g^ebene GrÖfsen. Wir fragen, wie aus diesen auf die allgemeinste Weise 
eine algebraische Funktion entstehen kann. 

Bilden wir zunächst ans den x, gegebenen GFröisen a^, a„ . . a., die 
Xj neuen Grölsen \, &j, . . . h^ und zwar so, dafs irgendwelche ganze 
positive Potenzen der 6 rationale ganze oder gebrochene Funktionen der 
a sind, so ist jede aus den a und 6 gebildete rationale ganze oder ge- 
brochene Funktion eine algebraische Funktion der a. Bezeichnen wir 
eine aus den a gebildete rationale (ganze oder gebrochene) Funktion 



1) Man Tergleiohe faierzo: Serret, Handbuch der hOli. Algebra, übersetzt v 
Wertheim, Bd. II, &. Teil, 2. Eap. u. ff. 
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aJlgemein mit [a], so mnlä also zwischen den a und h der Zusammen- 
hang bestellen 

worin a = 1, 2, . . . x,, und die !»„ ganze posiWe Zalilen sind. Bereclinen 
wir aus diesen Gröfsen h eine neue R«ilie Gröfsen c,, r^, . . . Ci, in derselben 
Weise, verbinden wir also die c mit den h und a durcb Bestimmnngs- 
gleichungen von der Form 

«7 -[<■,»], 

w^o [a, b] eine rationale Funktion der a und b ist, ß ^1, 2, . . .x^ zu 
setzen und die n^ ganze positive Zahlen sind, so ist jede aus den c, i 
und a gebildete rationale FunMion wieder eine algebraische Funktion 
der a. Wenn man dieses Verfahren eine endliche Anzahl mal wiederholt^ 
bis man zu Groben v'f gelangt, die in derselben Weise aus den vorher- 
gehenden Gröfsen u entstanden sind, so ist jede aus den v,u, . . . ä, c, h, a 
gebildete rationale Funktion eine algebraische Funktion der a. Damit 
also diese letzte Funktion x = /"(v,, fj, . . . «, ) eine algebraische Funktion 
der ursprflinglieben Grösfen a^, a^, . . . a,, sei, ist notwendig und hin- 
reichend, dafs 



cy = [a, 



b,c] 



vt = \a, b,c,d, . .. mI 
X = [o, b,c,d, . . . «, «] 

sei, wo ma, n^, py, . . .r^ ganze positive Zahlen, die eckige Klammer die 
Bildung einer rationalen Funktion der hingeschriebenen Argumente be- 
deutet. (Bei der letzten Bestimmungsgleichung kann offenbar ohne Be- 
schränkung der Allgemeinheit der Potenzeiponent bei dem x w^bleiben.) 
Dals der durch die Gleichungen (88) ausgedrückte Zusammenhaug zwischen 
der Gröfse x und den g^ebenen Gröfsen o genau demjenigen der alge- 
braischen Funktion entspricht) folgt einmal aus der oben gegebenen Defi- 
nition der algebraischen Funktion oder auch daraus, dafs der gewonnene 
Ausdruck 

X ^ [a,b, e, d, . . . u, v] 

zur Berechnung des x aus den a nur Additionen und Subtraktionen, 
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Mnltiplikationen, Divisionen, Potenzierungen mit positiTen Kzponentea 
und WorzelauBziehungen erfordert. 

Blickt man nun aber die Oleichungen (88) an and betrachtet die a 
als die gegebenen algebraiBchen EonBtanten einer (OifmMsenden Oleicbung 
irgend welchen Grades, x als die gesuchte Lösnng, bo erkennt man ohne 
weiteres — was auch schon aus der Definition der algebraisdien Funktion 
hervorgeht und aus den speziellen AuflOsungsmethoden der Oleichungen 
sattsam bekannt ist — daTs eine Gleichung als Lösung nur dann eine 
algebraische Funktion der gegebenen Grölsen besitzen kann oder nur 
dann dlgänuisck aufla^xxr ist, wenn sieh die Berechnung des Wurzel- 
wertes X anf loater hinomisdte Gleichungen zurfickführen läfst; denn die 
zur Bildung des x au&uiösenden Gleichungen (88) sind ja alle binomische 
Gleichui^en, d. h. solche von der Form ^ = j4, wo .4 eine gegebene 
Gfröfse, f» eine positive ganze Zahl ist. Wenn nun demnach der Begriff 
,/ilgd>raisch at^Visbar" äich genau mit dem Begriff ^edueierbar auf lauter 
eventveU nach einander aufeidösende binomische Gleichungen" deckt, was 
wir soeben bewiesen haben, so folgt daraus, dalä man die tütfdiraiseh 
nicht m^VSsharen Gleichungen, die also keine algebraische Funktion mehr 
als Lösung haben, auch nicht mehr auf hlofs binomische zurückftQireai 
kann, sondern zunächst anf den nächst höheren Gleichungstypus, also auf 
die trinomische Gleichungafonn, zurfickfohren mufs. Denn die trinomi- 
sehen Gleichungen von höherem als vierten Grad sind an sich die ein- 
fiichsten algebraisdi nicht mehr auflösbaren Gleichungen und man erkennt, 
' was schon oben ausgesprochen wurde, dafs die trinomische Gleichungs- 
form (etwa in der Form ä' + ar- » = y) für die höheren Gleichungen als 
vom vierten Grade ebenso zum nächsten und niedrigsten FundamerUal- 
prdblem gemacht werden mnfs, wie die binomisehe für die algebraisch 
auflösbaren Gleichungen. Solange daher nicht bewiesen ist, dafs die 
LoBUngsfanktion (87) sich in irgend welcher Weise durch die bereits in 
der Analy^is eii^eföhrten Funktionen darstellen läfat, ist für mich die 
theoretische Notwendigkeit der EinfOhrung dieser Lösnngsfunktion nicht 
mehr zweifelhaft, eben weil sie einen funktionellen Zusammenhang aus- 
drückt, der durch bereits bekannte Funktionen nicht darstellbar ist und 
dieser AinktioneUe Zusammenhang doch auch unentbehrlich ist, wenn 
anders man nicht auf die theoretische Lösung der höheren Gleichungen 
als vom vierten Grade ein für allemal verzichten will. Sollte aber wirklich 
wider Erwarten der Nachweis geführt werden, dafs sidi die Funktion (87) 
in ein Aggregat von bereits bekannten Funktionen auflösen lä&t, so wäre 
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dies erst recht ein hervorragender Fortecliritt in der Theorie der höheren 
Gleichungen. Damit erscheint mir die Üieoretis^ Notwendigkeit der Ein- 
fühning der LÖsungsfonktion (87) hinreichend begründet. 

Alle zukünftigen Untersuchungen über die Auflösbarkeit der Olei- 
cbungen von höherem als viertem Grade haben sich daher nach meiner 
tXberaeugung darauf zu erstrecken, festzustellen, ob sich die betreffenden 
Qleichungeu auf den dreigliedrigen allgemeinen TypUB (4) mit Hülfe 
algebraischer Funktionen zurUckfÜhren lassen. Für die allgemeine Glei- 
chung fünften Grades ist diese Untersuchung, wie bekannt, bereits abge- 
schlossen. Jerrard hat nSmlich gezeigt (vergl. Serret-Wertheim, Bd. I, 
2. Teil, I. Kap.), dafa sich die allgemeine Gleichung fünften GFradee stets 
durch Hfilfsgleichnngen bis zum vierten Grade nach Belieb^i auf eine 
der vier Formen: 

sc^ ■\-px -(- j =0 

bringen läfst. Somit ist die allgemeine Gleichung fünften Grades mit 
Hülfe der neuen Funktion (87) auflösbar. Wie also die Gleichungen bis 
zum vierten Grade auf den binomischen Tjpns if^ = Ä zurückführbar 
sind, so ist zonächst wenigstens die Gleichung füni^n Grades auf den 
trinomischen Typus reduzierbar. 

Die Frage, welche Gleichungen von höherem als vom fünften Grade 
noch auf die trinomische Form (4) x^ -\- x-^ =^ y mittelst algebraischer 
Funktionen zurUckfOhrbar sind, ist bis jetzt, soweit mir bekannt, nodL 
nicht untersucht worden; sie wird aber den Angelpunkt aller zukünftigen 
Untersuchungen bilden müssen, die sich eben mit der Auflösbarkeit der 
höheren Gleichungen beschäftigen. Für die allgemeine Gleichung sechsten 
Grades 

(89) a^ + o,a:* + ö,a^ ■\- 0^3? + a^3^ + (^a; + o, = 

wird z. B. zu untersuchen sein, ob man mittelst einer Hülfsgieichung bis 
einschliefslich zum itlnflen Grade — die sich ja auf den trinomischen 
Typus reduzieren lä&t — von der Form 

(90) !^ + jl^ + J,S^ + A»'+^!' + A + «-0 

die Gleichung (89) auf eine algebraisch auflösbare oder auf eine trino- 
mische Gleichung in y zurückführen kann. Wäre dies möglich, so wäre 
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auch die Gleicliung Bechaten Grades aufgelöst, d. h. auf den dreigliedrigen 
Typus zurückgeführt. So weiter untersuchend wird man freilich bald 
wieder an einer Grenze ankommen, wo auch die Zurückführong auf die 
trinomische Gleichongsform nicht mehr möglich ist — vielleicht tritt 
dies schon bei der Gleichung sechsten Grades ein — ebenso wie die all- 
gemeine Gleichung vierten Grades eben die höchste ist, die sich auf 
binomische HtÜisgleichungen herabdrücken lälst. Der Forschungsweg ist 
aber auch in diesem Falle klar vorgezeichnet; man hat, sobald die Un- 
möglichkeit der Zurückführbarkeit auf binomische und trinomische Glei- 
chungen erwiesen ist, die viergliedrige oder quadrinomische algebraische 
Gleichung als Fundamentalproblem zu Grunde zu legen, also eine Glei- 
chung TOn der Form 

xt" + a^x^ + Orar -}- ö, = 0, 

worin p> q>r und p, q, r ganze positive Zahlen, o,, a,, a, ii^end welche 
algebraische Gröfeen sind. Diese läfst sich nun freilich aller Wahrachein- 
licbkeit nach gar nicht mehr so umformen oder auf eine soldie Nonnal- 
form bringen, dafs ihre Losung nur von einem einzigen algebraischen 
KoefEzienten abhangt, wie es bei dem binomischen nnd trinomische 
Gleichungstypus der Fall ist, ihre Lösung wird daher im al^emeinen gar 
nicht mehr eine Funktion einer einzigen Variablen sein können, sondern 
wahrscheinlich eine Funktion von zwei Variablen sein müssen. Und hierin 
scheint sich mir die Thatsache auszusprechen, dafs eben die quadrino- 
mischen Gleichungen abermals eine Lösungsfunktion höherer Gattung 
beanspruchen ab die trinomischen. 

Bis man freilich an die Erörterung dieser gewlTs äuTserst schwierigen 
Fn^n herantritt, hat es noch gute Wege; wir begnügen uns daher damit, 
auf den einmal klar vor uns liegenden Forschungsweg hinzuweisen. 

Hingegen ei^ebt sich aus dem vorhergehenden noch eine andere 
wichtige Folgerung. 

Wenn man die Schwierigkeit der Auflösbarkeit einer Gleichung be- 
liebig hohen Grades, wie soeben dai^Iegt worden ist, danach zu beur- 
teilen hat, ob sie sich auf eine endli^e A üthTiI höchstens binomischer 
— also im heutigen Sinn algebraisch auflösbarer — oder auf eine Anzahl 
höchstens trinomischer oder endlich auf eine Anzahl höchstens quadrino- 
mischer Gleichungen n. s. f. zurückführen Ufst, so erkennt man, dals zn 
der bisherigen Einteilung der Gleichungen nach ihrem Grade eine anä&^e 
neue und viel fundamentalere hinzutritt, nämlich diejenige in ^nomist^ 
von beliebig hohem Grade, in trinomische von beliebig hohem Grade, 
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in quadrinomische etc. Diese Einteiltuig ist deshalb Tiel tiefer und natur- 
gemä&er, weil die vorhei^hendeD Betrachtungen eben lebren, daTa alle 
binomischen äleichongen, von welchem Grade sie auch sein mögen, eine 
gemeinsame LÖsungsweise oder Losui^sfunktion, mimlich die Wurzel- 
fiinktion, besitzen und dafe in gleicher Weise alle trinomischen Glei- 
chungen, unabhängig von ihrem Grade, eine gemeinsame Lösungsart 
besitzen, die eben durch die Funktion (87) dargestellt ist. Die quadri- 
nomischen Gleichungen sind nun im aUgemeiuen wieder allgemeiner als 
die trinomischen, ihre Ldsungsfunktion wird daher im allgemeinen sich 
nicht aus solchen binomischer und trinomiacher Gleichungen zusammen- 
setzen lassen, sondern eine noch höhere und verwickeitere Funktion sein, 
die aber als SpeziaUaU die Lösungsfunktion (87) umfassen würde. Jeden- 
üolls ei^ebt sich, dafs, wenn man die Gleichungen von beliebig hohem 
Gtrade betrachtet, die Äuflösungsschwierigkeit oder die Kompliziertheit 
der Lösungsfunktion sich weit mehr und charakteristischer in der Glieder- 
gaJil der g^ebenen algebraischen Gleichung als in ihrem Grade ausspricht. 
Dieses merkwürd^e und eigenartige neue Etgebnis fassen wir in 
folgendem Theorem zusammen, in dem wir den Höhepunkt unserer Unter- 
Buchungen erblicken zu müssen glauben: 

Iheorem. „Soweit unsere g^envürtige Kenntnis Über die Auflösbarkeit 
bez. die LSsungsfunktionen algebraischer Gleichungen von beliebig 
hohem Grade reicht, hängt der Grad der Schwierigkeit für die Auf- 
lösbarkeit det^elben bez. die Kompliziertheit der Lösungsfunktion nicht, 
wie bisher stiUscbweigend angenommen, von dem Grade der aufzulösenden 
Gleichung, sondern von der Aneakl der Glieder derselben ab, also davon, 
ob ihre Auflosung auf höchstens binomische, höchstens trinomisehe, 
höchstens quadriTi&miscke Gleichungen zurückgeführt werden kann." 
Über die allgemeine Auflösung, bez. Lösungsfunktion der quadrino- 
miachen Gleichungen habe ich selbst keine Untersuchungen angestellt 
Diese dürften sich nach meiner Ansicht sehr schwierig gestalten. Wollte 
man für die quadrinomischen Gleichungen etwa dasselbe leisten, was in 
dieser Abhandlung für die trinomischen erreicht ist, so müTste man eben 
auch ftlr alle möglichen Pälle für die Wurzelwerte konvergente Reihen 
von erkennbarem Bildungsgesetz zu ermitteln suchen. Da aber die all- 
gemeine quadrinomische Gleichung immer noch, wie schon erwähnt, min- 
destens zwei gegebene algebraische Koeffizienten enthält, so können offen- 
bar diese Wurzel werte nicht durch einfache Fotenzreihen dieser Koeffizienten 
ausgedrückt werden, wie dies bei der Lösimgsfnnktion (87) der trinomischen 
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Gleichung noch der Fall ist, sondern es werden auch Produkte ver- 
Hchiedener Potenzen dieser Eoel^zienten auftreten. Die Ermitteltmg dea 
Bildungegegetzes dieser Reihen dürfte aber ehen deshalb sehr schwierig sein. 
Während nun mit dem obigen Theorem unsere theoretischen Be- 
trachtungen für diese Abhandlung erschöpft sind, möchten wir hieran 
noch einige Ausblicke mehr praktischen und imtergeordnet«ren Inhaltes 
anschliersen. 

Abschnitt IV. 
§ 12. 

Die praktiBOlie Bedeutung der duToh eine dreigliedrige algebraleohe 
Qleioliung definierten Funktion. 
Die Entwickelung der rechnenden Hathematik, also desjenigen Ge- 
bietes, das man unter dem Namen „Analysis" zusammenzu&ssen pflegt, 
ist, wie bekannt, nicht allein von der Entdeckung und Erforschung der 
verschiedenen Funktionen und ihrer Eigenschaften abhängig gewesen, 
sondern auch ron der Einföhrung einer zweckmäfeigen und brauchbaren 
SpnboUL Es ist ans der Geschichte der Mathematik hinlänglich bekannt, 
wie namentlich die Einfühmng einer zweckmä&igen Symbolik dem Diffe- 
rential- und IntegralkaJkDl erst zu seiner mächtigen Ausbildung rerholfen 
hat. Wir, die wir heutzutage diese Symbolik als einen wohlbegründeten 
Besitzstand ererbt haben, werden uns rielfach der Tragweite derselben 
nicht mehr so recht bewuTst, sondern operieren mit ihr als mit etwas 
Belbstverständlichem und ganz natürlichem; und dennoch ist sicher, daTs 
ein nicht geringer Teil der Errungensdiaften der Änalysis von diesem for- 
malen Teü, der nun einmal bestehenden Symbolik, wohl schwerlich jemals 
wird losgelöst werden können — man denke etwa an die Theorie der 
Differentialgleichungen oder besonders der bestimmten Int^p^e — sodaßi 
man sagen darf, es erscheine ein gro&er Teil unserer mathematischen 
Lehrrätze, soweit sie nicht rein geometrisch sich interpretieren lassen, 
mehr oder weniger abhängig von einem gewissen formalen Bestandteil, der 
im Grunde genommen nichts mit allgemeinen Erkenntnisresultaten zu 
thun hat. Man Vann vielleicht nicht impaBsend sagen, die Sjnnbolik der 
Mathematik verhalte sich zu den von ihr losgelösten Resultaten wie die 
Form zum Stoff. Die Resultate der Geometrie, die von diesem formalen 
Bestandteil meistens befreit erscheinen, beftiedigen daher in vieler Hin- 
sicht in höherem Grade, als diejenigen der Analysis. 
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Wie man Qber die liier angeregte Fi^e aach Amkea mag — and 
ich bin weit davon entfernt, hier pLilosophiache Betrachtnngen Ober 
QrundU^^ der Mathematik anstellen zn wollen — man wird zugeben 
mÜBsen, dafe die nun einmal bestehende Symbolik der Analysia in mancher 
Hinsicht abändemngs- and erweitenmgsßhig sein kann, weil sie nichts 
a priori feststehendes ist; die Bedürfiiisfrage der Al&idenmg and Er- 
weiterung muis freilich in jedem einzelnen Falle erst besondere nach- 
gewiesen werden. 

Was nun eben diese Bedflr&isfrage anbelai^^ so bin ich der Ansicht, 
dafs sie nach gewissen BJchtnngeu thatsächlich vorliegt und vorliegen 
ntu/s in dem M^se, wie sich die Anaijsis weiter entwickeln kann. 

Alle sogenannten inveraen Funktionen nämlich — und viele andere 
auch — die man in der rechnenden Analysis verwendet, mols man durch 
ein eigenes Fnnktionssjmbol bezeichnen, um sie in praktischer Weise in 
die fiechnong einzuführen. Das einfachste dieser Rechnungssymbole ist 
das WoizelsTmbol, das eben nichts anderes darstellt als die inverse 
Funktion der Potenzfunktion. Ebenso wie bei gegebenem x and n die 
Potenzfunktion dorch y^x' bestimmt ist, ist bei g^;ebenem y and n 
das X durch Yy als inverse Funktion durch eine explicite Schreibweise 
dargestellt; ganz ähnlich steht es mit log nat x, der ebenfalls als inverse 
Funktion einer anderen (x = e") erscheint Jede solche inverse Funktion 
nnterli^ nun dem aus ihrer Definition hervorgehenden Rechnungsgesetze, 
also Yy dem Gesetze 

and log nat x dem Gesetze 

Jeder Ausdruck, der z. B. ans mehreren Wurzelgrolsen zusammengesetzt 
ist, wie yä -\- ^b, ea^ eigentlich nur aus, dafs mit zwei oder mehreren 
inversen Funktionen gewisse Additionen, Subtraktionen, Mnltiplikstionen, 
Divisionen vorgenommen werden sollen; in unserem Beispiel also eine 
Addition von zwei Gröfsen a and ß, die durch die Gleichungen a' = a 
and ß^ ='b an. a und b gebunden sind, wobei wir aber durch Gewohnheit 
und Übang soweit gekommen sind, daCs wir mit diesen Funktionssymbolen 
direkt rechnen. Ich salbst habe nun bereits vor 14 Jahren im engeren 
Exeise darauf hingewiesen, dafs man nach dieser Richtung hin weiter 
gehen kann und mn&, sobald man mit Funktionen rechnen will und 

DadsDitng, tbtt dl* diucli »Id* dnlgUedr. Olelchg. dcOsJwte FaskUoD. 4 
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mnls, di« in der heat^D Aiuilysis Doch nicht eingebfii^ert sind. Eine 

solche Funktion definiert nun meiner Ansicht nach unsere trinomische 

Oleichnng 

(4) xP-\-ar-t — y 

nnd ran die durch diese Gleiohraig definierte inverse Fnnktion x = F{y, p, g) 

rechnerisch rerwenden zu kSmien, schlug ich schon damab fflr sie irgend 

ein — an nnd fOr sich der äoiseren Form nach ganz gleichgültiges — 

Symbol vor. Ich schlage auch in dieser Abhandlung wieder fOr das x 

der Gleichung (4), das eine (p -|- 9)-deatige Funktion von y ist und in 

jedem Falle durch die Formel (87) dai^stellt ist, das Zeichen Tor 



(91) 
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sodafs also dieses neue so zu sagen erweiterte Wurzelsymhol dem Rechen- 
gesetz genfigt: 

entsprechend dem Wurzelgesetz {^y) =^ y. 

1) In der reclmetideii Anolysii Bind mahreie Axtea von Byrnbolisclien Dftr- 
atellniigen fOr allgemein gelnräuchliche Funktionen angenommea worden. Die einen 
Bymbole sind blofae Zeichen, wie das Wmzel- nnd du Integralzeichen, die anderen 
bestehen ans einem oder mehreren Buchataben, die die Fnsktion charakteriaiereo 
BOllen, wie r* fSr die Qammafimktion, un für die Sinnafiuiktion, dn am, cos am, 
J am fOr die elliptischen Funktionen etc. Die erstere Art von Symbolen ist aus der 
letzteren darch eine Terstfimmelung entstanden, z. B. das Wnizelzeiclien ans einem r, 
das Integralzeichen ans einem S. Es erscheint d^er die AbkOrzong einer för rech- 
nerische Zwecke bestimmten Funktion durch einen oder metirere Buchstaben sinn' 
gemäüser, als die durch ein nichtssagende«, willkürliches Zeichen. Wenn ich trotzdem 
auch in dieser Abhandlung fBr eine neue Fnnktion ein &Eo/iet Zeidten vorschlage, 
das nicht als die Abkürzung eines Wort«a oder selbst als Ersate eines Buchstabens 
angesehen werden kann, so geschieht dies nnr deshalb, nm einmal die Analogie mit 
dem Wurzelzeichen, das wir eben auch nur als Zeichen aufzufassen gewohnt sind, 
recht deutlich zum Ausdruck zu bringen nnd um zweitens den rein formalen Teil 
vieler mathematischer Symbole erkennen zu lassen. An und für sich ist es ja, wie 
schon mehrfach erwähnt, ganz gleichgültig, was für ein Abkürzungszeichen man für 
eine neue Funktion w&hlt. 

Welche grofse Bedentnng übrigens auch widere Hathnnatiker der Bezeichnungs- 
weise bez. der Symbolik in der Mathematik beimessen, dafOr liefert die dritte These 
der Doktordissertation von Clebsch einen interessanten Beleg, die lautet; „Maximum 
in matheai eat ratio designandi" (vgl. Clebsch, De motn ellipsoidis in flnido incom- 
preasibili viribus qnibuslibet impulsi. DiBsertation. Königsberg 1854). 
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Igt nun aber die Einftihnmg dieses FuuktioiusymboIeB (91) auch 
wirklich theoretiBch and praktiach gerechtfertigt oder ist es nicht die 
ZnsanuneiifitssaDg eines viel zu kompliziertaa Rechenprozeuies, als da& es 
sich zu rechnerischen Zwecken eignete? 

Die erstere Frage, die nach der theoretischen Existenzberechtigung 
dieser neaen Funktion, ^nben wir im TOrheigehenden Paragraphen 11^ 
soweit diea g^raiirärtig Überhaupt möglich ist, hinreidiend erledigt 
m habuL 

Über die praktische Bedfirfois&age nach dieser Funktion lälet sich 
nun freilich bis zn einem gewissen Grade streiten. Ich glaube indesaen, 
das Yorbandensein des Bedürfiiisses ebenfalls bejahen zu mQssen. Besser 
als durdi viele Worte ^fet sich dies vielleicht durch ein Beispiel zeigen. 
Wir stellen zwei einander ganz entsprechende Aufgaben, von denen die 
eine schlielslich die Auflösung einer binomischen, die andere die Auf- 
lösung einer trinomischen Gleichung erfordern wird. Die erste dieser 
Aufgaben lautet; 

Ai^gahe I*: Bs ist eine Korve y = ccc" gegeben, bezogen auf ein 
rechtwinkUges Achsensystem, wo n eine beliebige positive ganza Zahl, 
a eine behebige, etwa reelle positive Eonstante sei. Es soll das von 
der Kurve — die durch den Koordinatenau&ngspuukt geht — , der 
2-Achse und der Ordinate y^ b^enzte Flächenstack berechnet werden. 

Lösung /*: Bezeichnen wir die zu y^ gehörige Abscisse mit £,, so 
ist das gesuchte FUchenstÜck: 






Da nicht :c,, sondern y^ g^ben ist, so haben wir x^ mit Hfllfe dex 
Gleichung 

zu eliminieren nnd erhalten 

alao 

"+1 

F. = ^^ ■ C^l" ■ 

^'' »+1 \a) 

A»fg<ä)e JT": Es ist eine Kurve y =' aar" + ßaf" gegeben, bezogen auf 
ein rechtwinkeUges Aehsensyatem, wo n > m sei und n und m sonst 
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beliebige ganze positiTe Zobleo, a und ß b^ebige, etwa reelle positiTe 
KooBtanten seieiL Eh boU daa von der Kurve — die dnrch doi Coordi- 
natenan&ngspunkt gebt — , der x-kciae und der Ordin^ y, b^renxte 
Fläcbenatück berechnet werden. 

Lös^mg I^: Bezeichnen wir die zu der gegebenen Ordinate y^ ge- 
bSrige AbsoisBe mit x,, bo ist das gesuchte Flächeostück: 



^.=/( 






Xi haben wir mit Hülfe der Gleidiung 

(93) yi = ««," + ßx,- 

SU eliminieren. Da diese Gleichung trinomiscb ist, bo läTst sie Bi<^ mit 

Hfllfe unseres neuen Symboles auflösen, nur müssen wir sie erst auf 

muMte Normalform 

(4) »' + r-._j, 

zorückfübren. Zu dem Zwecke brauchen wir nur x^^ »^ ■ f zu setsen, 

wo p irgend eine» der n Werte bedeutet, die y — ^ haben kann. Durch 

diese Substitution geht obige trinomische Gleichung (93) über in 

(94) ,;-" + «r"-|<.-, wo,' + a_o, 

deren LSsung mit Hülfe nuBeres Ftmktionssjrmboles (91) 



ist. 


e 
Weiter ei^ebt sich 




r) 




-.=^K^(i 


<'+.:.; 


'^ib'f 



worin man statt p auch seinen Wert, also 1 — ~j einsetzen kann, Bodab 
man erhalt: 

^-^i(-f)-^K(-«i)""+^i(-f)-^K(-f)-])'"' 
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Der Ausdruck für f « mnlis fSr ^ =■ offenbar in den f&r F, übergelien, 
da fOr |3 ~- Äafgabe P Biet mit Aufgabe I* deckt. Um die Richtig- 
keit hierron zo beweisen, haben wir zu untersuchen, welchen Wert unser 
neues Funktiouseymbol fUr /3 => oder für das Argument annimmt. 
Nach Erklärung (91) oder Formel (87) ist aber 
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nichts anderes als der n-deutige Wurzelwert der Gleichung äs'—" + x-" — 0, 

also gleich ( — 1)". Unter Berücksichtigimg dieses Wertes geht Fi, für 
|3 — Ober in 

ra,=.-^((-#(-i)T"-^er-^., 

was zu beweisen war. 

Bisher mniste man bei der Au%ahe P sich damit b^nügen, zu sagen 

sei die L5suug des gesuchten Problems, wo x^ mit Hülfe der Gleichung 

zu eliminieren ist Bei Einführung des neuen Fnnktionssymboles wird 
diese Elimination ebensognt aneführbar wie im Problem 1% bei dem 
diese Elimination eben nur das WurzeUymbol — das im gebrochenen 
Exponenten steckt — erfordert. Man kann auch sagen, durch das neue 
Funktionssymbol werde für die Aufgabe I** ebensogut eine sogenannte 
geschlossene Losung" erzielt, wie für die Angabe I* durch das Wuizel- 
symboL Und damit bin idi zu dem noeiten wichtigen Resultat meiner 
Abhandlung gelangt, dem Resultat, das zwar längst bekannt, aber mir 
nicht immer scharf genug ausgesprochen worden za sein scheint, da& 
nämlich die sogenannte ,geschlossene Lösung eines Problems lediglich 
davon abhängt, was für FtmkÜonen man eu seiner LSsung heraneiekt und 
usäche Funktionen man für eine gesdUossene Losung als eulässig erachtet 
Ich Termag, nachdem ich einmal in den früheren Paragraphen nach- 
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gewiesen habe, dals das neue Funktionssymbol I y ebensogut wie eine 

Wurzelgrdfee für jeden Wert des Argumentes y in allen seinen (p -\- q) 
Werten durch eine konrei^ente R«LhQ von bekanntem Bildungsgesetz 
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beraohenbfir isi^ einan priiuqnälen Untencbied zwiBctieD der Löoimgsform 
des ProblemB I* und deijenigen ron I" schlechterdings nicht mehr auf- 
zufinden, nur d&Is eben das Problem I^ seiner inneren N&tor nach «of 
eine verwickeltere Funktion filhrt als I*. Wollte nun diese Auffasflui^ 
nicht ab) berfichtigt geltw lasseu', so kSnnte man mit demselben Recht« 
ii^end eine andere wohldefinierte und in die Analysis eingeführte Funktion 
wieder streichen und ihr die Existenzberechtigung absprechen, z. B. den 
Thetafonktionen etc., die eben auch ihr besonderes Symbol besitzen und 
die TieUeioht bei weitem nicht so konsequente und allgemeine Weiter- 
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bildongen niederer Funktionen sind wie es unsere Funktion |y Ton 

der Wurzelfuuktiou isi Ob dabei gerade das ron uns rorgeschlagene 
Symbol praktisch und handlich ist, ist eine ganz andere, nebenrächliche 
Frt^e. Noch meiner Ansicht würde man, wenn man die EinfQknmg 
neuer Funktionssymbole, sobald diese eben wirklich neuen Ftmktionen 
entsprechen, nicht anerkennen wollte, der rechnenden Anolysis eine Be- 
Bchränkong auferlegen, durch die man ihre weitere Ausbildung hemmi 
Es lälst sich auch kamn leugnen, dols man bisher bei der analytischen 
DurchfOhrong von Problemen, die schlielslich auf CMeichungeo höheren 
als vierten Qrades führten, an dieser Schwierigkeit gescheitert ist, und 
wenn es mir gelungen sein sollte, die Uberwindbarkeit dieser Schwierig- 
keit wenigstens theoretisch nachgewiesen zu haben, so würde ich den 
ron mir zunächst verfolgten Zweck als erreicht ansehen. 



Am Schluls meiner Betrachtangen angelaugt, will ich nicht unter- 
lassen, darauf hinzuweisen, dafs auch nach meiner Ansicht die Einführung 
einer nenen Funktion in den Bestand der übrigen in der Analysis Ver- 
wendung findenden mit mancherlei Schwierigkeiten verbunden ist Wer 
sich daher mit den Konsequenzen des § 12, mit der praktischen Ver- 
wendbarkeit dieser neuen Funktion bez. dem neuen Symbol nicht be- 
freunden kann, wird doch kaum die in den vorhergebenden Paragraphen 
doi^elegte theoretische Wichtigkeit und Bedeutung der neuen Funktion 
in Zweifel ziehen können. Ich habe aber doch auch die Betrachtui^D 
des § 12 nicht luterdrücken zu dürfen geglaubt, da aie nach meiner 
Ansicht die notwendige Folge der vorhergehenden sind. Wer die theore- 
tisdie Notwendigkeit der neuen Funktion zugesteht, wird schlieMioh 
auch nidit umbin können, die praktische Verwendbarkeit derselben gelten 
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vtx lassen; lediglich die Symbolfr^e bleibt in gemmem Sinse ein« Frage 
der Zweckmäfsigkeit and des Geschmoekes. Aus diesem Grunde ist aber 
damit für micb daa Bereich meiner Betrachtungen vorläufig abgeschlossen; 
ea mflssen m dieser Frage andere Ansichten gehört werden. Von der 
naaen Funktion wird man sich weder za viel noch zu wenig versprechen 
ddrfen. Mich selbst bat — nachdem ich mich vor etlichen Jahren mit 
dem Gegenstand beschäftigt hatte — ein physikaliscbefl Problem durch 
Zofidl demselben wieder zugeführt. Es handelte sich bei demselben um 
twei Kurvensysteme, die durch sogenannte unabhängige Parameter dar- 
gestellt werden sollten, was nicht möglich war, da hierzu eine Gleichui^ 
fOnften Grades au&ulösen war. Mit Hälfe der neuen Funktion bes. des 
neuen Symboles ist dies nunmehr möglich, wenn audi hÖi^st umständlich, 
weil eben das neue Symbol fOr alle trinomischen Gleichungen und ftir 
die allgemeine Gleichung fünften Grades dasselbe leistet, was das Wuiael- 
symbol fOr die binomischen Gleichxmgen and fOr die auf solche zurfick- 
fOhrbaren leistet. 



Litterarischer Nachtrag. 

Mit der Darstellung der Wurzeln algebraischer Gleichungen nnd ins 
besondere der dreigliedrigen Gleichungen durch unendliche Reihen als 
Anwendung des Lagrangeschen Satzes bescMftigen sich zahlreiche von 
denjenigen Arbeiten, die den Lagrangeschen Satz als besonderen Gegen- 
stand behandeln und in der Programmabhandlung von Gebhardt (Kikolai- 
gymnasium zu Leipzig 1873) ausführlich aufgezählt sind. Da der L^range- 
sche Satz nebst Anwendungen auch in vielen Lehrbüchern der Analysis 
mehr oder weniger ausführUch behandelt wird, glaube ich auf eine 
Wiedergabe der auf ihn bezüglichen Litteratur hier verzichten zu können. 

Von Abbandlungen, die die Darstellung der Wurzeln dreigliedriger 
(äg^yraischer Gleickungen durch unendliche Beihen als hesonderett Gegen- 
stand behandeln, ist mir auTser den Arbeiten von Westphal und von 
Gebhardt nur eine ätmge bekannt und leider erst während der Druck- 
legung dieser Schrift zu^nghch geworden, nämlich die Inaugoral-Disser- 
tation von H. v. Mangoldt („Über die Darstellimg der Wurzeln einer drei- 
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gliedrigen a^ebruscheii Gleichung durch nnendl. Reihen." Berlin, 1878). 
T. Mangoldt knfipft aeine Reihenentwickelimgea an die Gleichungsform 
a;"+" -f- fj?' — j =• 0, worin f, g, m, n beliebige komplexe Gröfsen, bea, 
an die Xonnalform ü"+" -|- (m -|- n) ^p" — 1 = an und kommt eben- 
faÜB zu dem schönen Resultat^ wenn auch auf anderem Wege, da& amt- 
liche Wurzeln einer dreigliedrigen a^ebraiachen Gleichung aus einer 
einzigen konrergenten Reihenentwickelung eiiutlten werden können. Mnlä 
ihm Bonach die Priorität hinsichtlich dieses wichtigen und interessanten 
Kachweises zuerkannt werden, ao dürften doch meine Betrachtungen in 
g 10 in der Hauptsache dasselbe, aber wesentlich einfacher, leisten. Da 
ich meine Unteisuchnngen in den zehn ersten Fu^igraphen auch nur als 
Grundlage für die Folgerungen des IQ. Abschnitte (§ 11) betrachte, so 
ist es höchst erfiretdich, sie von anderer Seite und auf anderem W^ in 
Tollstem Umfange bestätigt zu sehen. 
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